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Рассматривается задача моделирования процесса переноса жидкости и газа в системах, состоящих 

из емкостей разного объема, соединенных между собой трубами различной длины и различного диа-

метра.  

Предлагается модель, основанная на системе дифференциальных уравнений, описывающих изме-

нение массы вещества в емкостях и величины потока вещества в трубах. В этой модели, помимо пара-

метров емкостей и труб, учитываются также и различные параметры жидкости и газа: плотность, тем-

пература, молярная масса и некоторые другие. Описание сопровождается формулами, а сами форму- 

лы – необходимыми пояснениями. 

Обсуждаются высокие требования подобных моделей к затратам вычислительных ресурсов, прежде 

всего временны́х. Предлагается ряд эвристических идей, позволяющих существенно уменьшить эти 

затраты. Уделяется внимание каждой из предлагаемых идей по отдельности, взаимодействию их во-

площений, а также необходимым ограничениям по их использованию.  

Описываются ключевые технические моменты компьютерной реализации модели, включая предла-

гаемые эвристические идеи и возможности настройки различных параметров, влияющих на точность и 

время выполнения вычислений. Все описания приводятся без привязки к какому-либо конкретному 

языку программирования.  

Демонстрируются возможности расширения предложенной модели с целью включения в нее эле-

ментов, моделирующих работу различных устройств: клапанов, редукторов, насосов. Для каждого из 

этих устройств предлагается реализующая его модель.  

В конце работы формулируются выводы о возможностях модели и ее компьютерной реализации. 

Кроме того, обсуждаются некоторые вопросы, оставшиеся за рамками рассмотрения, в частности, воз-

можность распараллеливания вычислений. 

Ключевые слова: моделирование физических процессов, моделирование потоков жидкости, моде-

лирование потоков газа, итеративные методы.  
 

При проектировании и программной реали-

зации моделей сложных систем разработчику 

иногда приходится сталкиваться с задачами 

моделирования движения потоков различных 

жидкостей или газов в трубах, их распределе-

ния, взаимодействия и т.д. Примерами таких 

систем могут служить дренажные системы, си-

стемы вентиляции и кондиционирования поме-

щений, газо- и водоснабжения, пожаротуше-

ния, подачи топлива в двигатель, подачи масла 

в различные агрегаты и др. При этом сами они 

могут быть лишь составной частью более круп-

ных систем или взаимодействовать друг с дру-

гом. Для некоторых из систем известны отно-

сительно простые модели, другие же, наобо-

рот, сложны настолько, что их адекватное 

моделирование в реальном времени возможно 

лишь с привлечением суперкомпьютеров [1–4]. 

Затруднения в моделировании подобных 

систем могут быть связаны не только с гро- 

моздкостью (числом составляющих их элемен-

тов и связей между ними), но и со сложностями 

компьютерной реализации известных для них 

математических моделей и их построением.   

Для систем, о которых пойдет речь, в той 

или иной степени актуален каждый из этих ас-

пектов.  

В работе затронуты вопросы практического 

моделирования переноса жидкости и газа в си-

стеме, состоящей из большого количества ем-

костей, соединенных между собой трубами 

различных длин и диаметров. При этом допус-

кается, что емкости могут иметь разный объем, 

содержать как жидкость, так и газ. При моде-

лировании учитываются высота их расположе-

ния и присоединения труб, а также давление 
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внутри емкостей. Цель исследования – полу-

чить модель, позволяющую вычислять в реаль- 

ном времени состояния этих емкостей (то есть 

содержащуюся в них массу жидкости и газа), а 

также величины потоков жидкости и газа в тру-

бах. Для этого пожертвуем точностью модели, 

но предусмотрим возможность настройки же-

лаемой точности вычислений. Кроме того, бу-

дут использованы технические приемы и эври-

стические соображения, позволяющие модели 

кратковременно оказываться в состояниях, не-

возможных с физической точки зрения. Резуль-

татом такого подхода будет возможность при-

менения обычных компьютеров, а не супер-

компьютеров.  

Предлагаемая модель (точнее, комплекс 

технических приемов) не претендует на то, 

чтобы удовлетворить все возможные ожидания 

относительно точности и быстроты вычисле-

ний. Тем не менее, она может использоваться 

для решения некоторых задач, где требуется не 

столько высокая точность реагирования мо-

дели на изменение ее состояния, сколько сам 

факт более-менее адекватного реагирования в 

реальном времени. Отметим, что предлагаемое 

описание модели позволяет понять, где и как 

можно произвести настройку модели таким об-

разом, чтобы сместить баланс между точно-

стью и скоростью в нужную сторону. 

Модель была реализована авторами в виде 

компьютерной программы и протестирована 

для систем с очень разными свойствами, по-

этому там, где это уместно, будут даны ком-

ментарии, основанные на результатах тестиро-

вания. 

 
Система понятий и обозначений 

 
Опишем понятия, которые будут использо-

ваться в работе.  

Емкость. Характеризуется своими геомет-

рическими размерами, из которых будут важны 

объем V и высота h. Координаты расположения 

емкости в пространстве соответствуют коорди-

натам ее геометрического центра.  

Труба. Характеризуется длиной l и площа-

дью сечения S. 

Узел. Используется для присоединения к 

нему концов нескольких труб. Характеризу-

ется координатами расположения. 

Жидкость. Характеризуется плотностью  

и коэффициентом динамической вязкости . 

Газ. Характеризуется молярной массой M и 
коэффициентом динамической вязкости . 

Каждая труба соединяет два элемента – две 

емкости, два узла или же емкость и узел. Коор- 

динаты присоединения трубы к емкости необ-

ходимо задать, а координаты ее присоединения 

к узлу совпадают с координатами узла. Движе-

ние вещества по трубе характеризуется скоро-

стью потока G. Для определенности считаем, 

что положительное значение G всегда соответ-

ствует некоторому фиксированному направле-

нию в трубе, это направление называем поло-

жительным. Примем, что в случае, когда труба 

соединяет узел и емкость, положительным счи-

тается направление от узла к емкости.  

Емкость содержит некоторое количество 

жидкости и газа. В каждом случае это количе-

ство характеризуется массой m. Во внутренних 

точках емкостей, труб и узлов возникает давле-

ние P, которое также будет учитываться в мо-

дели. 

При описании модели к указанным обозна-

чениям для величин будем присоединять ниж-

ние индексы, значение которых станет понят-

ным из контекста. В случае описания итератив-

ных процессов номер итерации будет 

указываться в круглых скобках в качестве 

верхнего индекса вычисляемой величины. Так, 

например, обозначение ( )

ж

k

i
G  следует понимать 

как величину потока жидкости в трубе номер i, 
вычисленную на k-й итерации. 

В модели имеются и другие величины; они 

носят технический характер и будут описаны 

там, где возникнет необходимость их введения 

и использования. Пока тех величин, которые 

введены, вполне достаточно, чтобы сформули-

ровать задачу, решение которой и будет пред-

метом обсуждения. 

Считаем, что единицы измерения для всех 

используемых в работе величин соответствуют 

СИ (ГОСТ 8.417–2002). 

 

Постановка задачи 

 

Цель – построить компьютерную модель, 

позволяющую наблюдать динамическое разви-

тие системы емкостей, узлов и труб с газом и 

жидкостью в них, вычисляя новые состояния 

системы через некоторое время t на основе 

уже имеющихся. Поскольку собственно прира-

щение времени t можно задавать в цикле, по-

строение такой модели сводится, по сути, к 

описанию выполнения одного шага этого 

цикла. 

В результате рассматриваемая задача может 

быть сформулирована следующим образом. 
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Пусть задана система, состоящая из емкостей, 

узлов и соединяющих эти узлы и емкости труб. 

Пусть известны значения массы жидкости и 

газа в каждой емкости, а также потоки в трубах. 

Требуется вычислить массу жидкости и газа в 

каждой из емкостей и потоки в каждой из труб 

через некоторое время t, то есть нужно вычис-

лить состояние модели через промежуток вре-

мени t. 

Ниже будет предложен способ построения 

такой модели, а также будет показано, какие 

технические трудности при этом возникают и 

как они могут быть преодолены, несмотря на 

существенные ограничения в вычислительных 

возможностях обычных современных компью-

теров. 

 
Выбор математической модели 

 
Пожалуй, наиболее точного моделирования 

можно было бы достичь, применяя сеточные 

методы, но они требуют очень больших вычис-

лительных ресурсов. Поэтому используем бо-

лее простую модель, основанную на системе 

дифференциальных уравнений. 

Уравнения первого вида описывают изме-

нение потока в трубе: 

( )
S

G P G G
l

=  − ,       (1) 

где P – перепад давления на концах трубы; 

 – коэффициент трения, зависящий от диа-

метра трубы D, ее длины l, площади сечения S, 

коэффициента потерь на трение по длине  (за-

висящего от , скорости потока, особенностей 

трубы) и плотности вещества , 
2

.
2

l

DS


 =


 

Поясним, откуда берется (1). Величина по-

тока G вычисляется по формуле G = Sv (v – 

скорость потока), а импульс p – по формуле  

p = mv, то есть p = lG. В результате находим, 

что dp/dt = ldG/dt. Но, согласно второму закону 

Ньютона, dp/dt = S(P − Pп), где Pп – потери 

давления, связанные с трением, возникающим 

при движении вещества по трубе. Приравнивая 

правые части двух последних формул, полу-

чаем, что ( )п
.

dG S
G P P

dt l
= =  −  

Величину Pп можно найти по формуле 

Дарси–Вейсбаха: 
2

п
.

2

l v
P

D
=      

Учитывая, что v = G/(S), получаем абсо-

лютное значение Pп, равное G2 при указанном 

выше . Наконец, учитывая направление по- 

тока, приходим к (1). 

Уравнения второго вида описывают изме-

нение массы вещества в емкостях: 

.m G=            (2) 

Суммирование величин потоков в формуле 

(2) ведется по всем трубам, присоединенным к 

рассматриваемой емкости.  

Уравнения третьего вида описывают усло-

вие, позволяющее вычислять давление в узлах: 

0.G =            (3) 

Суммирование в формуле (3) ведется по 

всем трубам, присоединенным к рассматривае-

мому узлу.  

По уравнениям вида (1)–(3) несложно по-

строить вычислительную модель, заменив в 

них производные по времени G  и m  (то есть 

dG/dt и dm/dt) на отношения G/t и m/t со-

ответственно, а затем организовать вычисле-

ния при малых значениях t. Сами вычисления 

можно организовать на основе какого-либо из 

многих известных методов: явного или неяв-

ного метода Ньютона, метода Рунге–Кутты 

или других [5]. 

 

О решении задачи 

 

Формально задача решена. Но на практике 

возникают некоторые трудности в зависимости 

от выбранного метода. 

• Даже при довольно небольшом значении 

t может оказаться, что модель приходит в со-

стояние, невозможное с физической точки зре-

ния. Например, в ряде случаев, согласно ре-

зультатам вычислений, емкости должны при-

нять жидкости больше, чем могут вместить, 

или же отдать больше, чем содержат. Как пра-

вило, подобные трудности преодолеваются пу-

тем дробления величины шага, однако это не 

всегда возможно, к тому же такой подход сам 

порождает новые трудности. 

• Существуют ограничения на дробление 

величины шага. С одной стороны, слишком 

большое значение t приводит к неадекват-

ному результату, а с другой – достаточно ма-

лые значения t (обеспечивающие нужную 

точность вычислений) приводят к тому, что на 

вычисление состояния модели через интервал 

t требуется время, на несколько порядков пре-

вышающее t. Варьирование же значения t не 

дает существенного преимущества, так как, 

если это сделать в последний момент, модель 

может не удержаться в границах допустимых 
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значений величин. Постоянные откаты на не-

сколько шагов назад с последующим дробле-

нием величины шага и пересчетом тоже не при-

водят к успеху, если нужно получать резуль-

таты в реальном времени. 

• Существует проблема, связанная со сходи-

мостью используемых численных методов. Прак-

тика показала, что неудачно выбранный метод или 

величина шага могут привести к таким неприят-

ным эффектам, как, например, «болтанка». 

• Пока компьютерная модель вычисляет 

состояния системы только с газом или только с 

жидкостью, упомянутые выше трудности про-

являются не так остро и решаются относи-

тельно несложно. При одновременном же 

наличии и газа, и жидкости сложность вычис-

лений резко возрастает. Это обусловлено тем, 

что изменение массы вещества в каждой из 

сред влияет на состояние другой, что приводит 

к трудности вычисления нового состояния мо-

дели в целом, а иногда и к невозможности это 

сделать: модель «раскачивается», и равновес-

ное состояние не достигается. 

• Стоит упомянуть о проблеме, связанной 

с погрешностями вычислений. При вычисле-

нии нового состояния модели через время t 

может произойти несогласование значений. 

Например, суммарное значение массы веще-

ства, поступившего в емкость по трубам со-

гласно вычисленным значениям потоков в них, 

может не соответствовать вычисленному зна-

чению массы этого вещества в емкости; 

найденные значения потоков могут не быть 

точными решениями уравнений вида (3) и т.п. 

Опасность в том, что погрешности вычислений 

могут накапливаться, а это может привести к 

нарушению условия сохранения суммарного 

значения массы вещества в системе. Конечно, 

устранить подобные эффекты несложно, но все 

же они требуют отдельного внимания. 

Таким образом, фактически задача не ре-

шена. Покажем, как с помощью некоторых тех-

нических приемов можно сгладить указанные 

негативные эффекты, возникающие при реали-

зации описанной математической модели, и до-

биться устойчивой работы ее компьютерной 

реализации. 
 

Два этапа вычислений 
 

В целом выполнение шага моделирования 

по времени представим в виде итеративного 

процесса. На практике выяснилось, что этот 

шаг в общем случае может потребовать боль- 

ших вычислительных затрат, связанных с взаи- 

модействием уравнений, задающих модель. 

Чтобы снизить сложность вычислений в рам-

ках этого процесса, каждую итерацию разо-

бьем на два этапа: на одном этапе значения по-

токов в трубах будут вычисляться на основе со-

стояний емкостей, на другом – состояний 

узлов. Чтобы это стало возможным, добавим 

дополнительное требование к модели: каждая 

труба соединяет узел и емкость. Другими сло-

вами, запрещается включать в систему трубы, 

соединяющие два узла или две емкости непо-

средственно.  

Заметим, что это ограничение несуще-

ственно для соединения «емкость–емкость», 

так как такая труба моделируется двумя тру-

бами и узлом между ними. Что касается соеди-

нения «узел–узел», то от него приходится отка-

заться; тем не менее, практика показала, что та-

кое соединение во многих случаях может быть 

промоделировано двумя трубами и емкостью 

малого объема между ними. 

Заметим также, что, поскольку каждая из 

труб теперь соединяет узел и емкость, для нее 

однозначно определено положительное на-

правление (напомним: от узла к емкости), и тем 

самым вопрос о необходимости уточнять это 

направление отпадает. 

 

Коллизии и их учет в модели 

 

Рассмотрим ситуации, приводящие к воз-

никновению таких состояний модели, которые 

невозможны с точки зрения физики описывае-

мого процесса (например, отрицательная 

масса, бесконечное большое давление, пере-

полнение объема емкости и т.п.). Конечно, луч-

ший вариант – не допускать их возникновения, 

но, как уже отмечалось выше, для этого требу-

ются непозволительно большие вычислитель-

ные ресурсы и не имеющий границ по точности 

вычислений компьютер. 

Введем понятие коллизии.  

Коллизией в емкости считаем ситуацию, ко-

гда в результате вычислений получена недопу-

стимая масса вещества (отрицательная или 

превышающая вместимость емкости). 

Коллизией в трубе считаем ситуацию, когда 

в результате вычислений требуется осуще-

ствить перенос вещества, которое нельзя за-

брать из емкости (например, если его нет в 

точке присоединения к ней этой трубы). 

При возникновении коллизий нужно при-

нять меры по их устранению, а также описать 

четкие критерии того, когда коллизия может 

считаться устраненной.  
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Корректирующее давление 

 

Коллизии в трубах учесть несложно, чего 

нельзя сказать о коллизиях в емкостях. Можно 

было бы дробить шаг t, но, как отмечалось 

выше, это приводит к неприемлемо большим 

вычислительным затратам.  

Эффективным инструментом для работы с 

коллизиями в емкостях оказался параметр, ко-

торый был назван корректирующим давле-

нием. Это дополнительное давление, которое 

способно остановить существующий поток. 

Идея заключается в следующем: при воз-

никновении коллизии в емкости вычисляется 

такое значение давления в ней, которое при 

неизменности значений остальных параметров 

не позволило бы этой коллизии возникнуть. 

Разность между найденным значением и вы-

численным ранее давлением в этой емкости и 

считается корректирующим давлением. Добав-

ление корректирующего давления (оно может 

быть как положительным, так и отрицатель-

ным) к найденному ранее меняет состояние мо-

дели, в результате чего либо соответствующая 

коллизия не возникает, либо ее «разрушаю-

щий» эффект значительно снижается. 

Отметим, что корректирующее давление 

меняет вычисленное состояние модели и при 

этом нарушается соответствие между состоя-

нием компьютерной модели и состоянием опи-

сываемой с ее помощью системы. Но это на- 

рушение кратковременное, зато сохраняется  

стабильность модели без привлечения суще-

ственных дополнительных вычислительных 

ресурсов. 

 

Буфер в емкости 

 

Практика рассмотрения и решения колли-

зий показала, что во многих случаях они дей-

ствительно способны удержать модель от пере-

хода в нежелательные состояния. Тем не менее, 

в некоторых случаях избежать этого не уда-

ется, так как даже при использовании коррек-

тирующего давления возможность как получе-

ния отрицательных значений массы в емкости, 

так и ее переполнения сохраняется: корректи-

рующее давление не всегда позволяет достичь 

требуемого результата в границах одного шага 

вычислений. 

Для устранения возникшей трудности было 

принято решение позволить быть и тому, и 

другому, но лишь кратковременно и под стро-

гим контролем. Технически это выражается 

введением параметра, положительное значение 

которого соответствует лишней массе веще- 

ства в емкости, а отрицательное – массе, изъ-

ятой из емкости сверх возможного. 

Использование буфера в паре с корректиру-

ющим давлением оказалось довольно эффек-

тивным. Единственное, величина буфера была 

ограничена разумными значениями (10 % мак-

симально возможной массы). 

 

Сглаживание результатов вычислений 

 

При компьютерной реализации модели, по-

мимо описанных технических приемов, потре-

бовались и некоторые другие, в частности, 

сглаживание результатов вычислений. 

Иногда вычисления шага приводят к слиш-

ком резкому изменению значений потоков, что 

может вызвать «раскачивание» модели. Сгла-

живание состоит в том, что берется средневзве-

шенное значение между предыдущим и новым 

найденным значениями потока в трубе (напри-

мер, среднее арифметическое), в результате 

чего достигается «плавность» изменений.  

 
Дробление шага 

 

В результате описанных технических прие-

мов удается добиться намного большей устой-

чивости, но иногда даже при всем этом в  

модели возникают ситуации, которые не полу-

чается решить, оставаясь при выбранном зна-

чении t. Таким образом, в определенных слу-

чаях приходится дробить шаг. 

Дробление шага происходит, когда при вы-

числении следующего состояния модели зна-

чение хотя бы одного из параметров выходит 

за допустимые границы (например, превышает 

по модулю возможности компьютерного пред-

ставления чисел с плавающей точкой) и абсо-

лютное значение буфера в емкости превышает 

некоторые разумные (заранее определенные) 

границы. 

Дробление шага осуществляется рекур-

сивно в границах текущего шага. При этом шаг 

моделирования, на котором вычисляется со-

стояние модели через время t, разбивается на 

два последовательных шага, на каждом из ко-

торых определяется состояние модели через 

время t/2. 

Практика показала следующее: при началь-

ном значении t = 50 мс дробление шага возни-

кает не так часто и вложенность соответствую-

щей рекурсии редко превышает величину 3. 

Тем не менее, при описанном подходе совсем 

без дробления шага обойтись не удалось. 
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Итеративные вычисления в узлах  

внутри шага моделирования 

 

Опишем схемы итерационного вычисления 

нового состояния модели через время t неяв-

ным методом. 

В результате уравнение (1) преобразуется к 

следующей разностной схеме: 

( )0 .t

t t

G G S
P G G

t l



 

−
=  −


      (1а) 

Величины G0 и Gt – это значения потока G 

(газа или жидкости) в некоторой трубе на 

начало и конец шага моделирования соответ-

ственно.  

Во избежание нагромождения индексов бу-

дем опускать в формулах индекс t и вместо 

Gt писать просто G. Применяя к (1а) метод 

Ньютона, получаем формулу (1б), позволяю-

щую находить G итеративно с некоторой за-

данной точностью. Значения величин G(0) и 

P(0) определим позже. 

На k-й итерации значение P для некоторой 

трубы вычисляется по формуле 

( )( ) ( ) (0) ( )

уз.
,

k k k
P P P HS = − +      (4) 

где Pуз. – давление в узле, к которому присоеди-

нена труба; P – давление в емкости, к которой 

присоединена труба; HS – гидростатическое 

давление, создаваемое столбом жидкости. 

Верхний индекс в обозначении давления в ем-

кости введен, чтобы подчеркнуть неизмен-

ность этой величины при соответствующих 

итеративных вычислениях. 

Гидростатическое давление HS в (4) вычис-

ляется по-разному для жидкости и газа. 

Для жидкости гидростатическое давление 

HSж в трубе вычисляется по формуле 

( )ж ж 1 2 2
,HS g h h b=   +          (5а) 

где g – ускорение свободного падения; h1 –

разность высот между точкой подсоединения 

трубы к емкости и точкой расположения узла; 

h2 – высота столба жидкости от точки подсо-

единения трубы к емкости до поверхности 

жидкости, причем h2 учитывается, если по-

верхность жидкости находится выше точки 

присоединения трубы к емкости (в этом случае 

b2 = 1), и не учитывается, если это не так (в этом 

случае b2 = 0). 

Для газа гидростатическое давление HSг в 

трубе вычисляется по похожей формуле: 

( )г ж 1 1 2 2
;HS g h b h b=   +          (5б) 

в формуле используются те же величины, что и 

в (5а), при этом h1 учитывается, если на 

начало вычисления (по t) в трубе была жид-

кость (в этом случае b1 = 1), и не учитывается, 

если это не так (в этом случае b1 = 0). 

Пусть i – идентификатор трубы (например, 

ее номер в системе). Тогда, учитывая формулы 

(4), (5а) и (5б), из (1б) получаем формулы (1в) 

и (1г), описывающие итеративный процесс вы-

числения в трубе i потоков жидкости и газа со-

ответственно. 

В формуле (4) присутствует величина Pуз., 

соответствующая давлению в узле. Значение 

Pуз. может быть найдено из уравнения (3), зада-

ющего условие баланса потоков. Поскольку 

для формул (1в) и (1г) соответствующее значе-

ние требуется вычислить как для жидкости, так 

и для газа, получаем две внешне похожие фор-

мулы (3а) и (3б), описывающие необходимые 

вычисления. В обеих формулах суммирование 

ведется по всем трубам, присоединенным к 

узлу, для которого вычисляется давление. 

Чтобы прийти к уравнениям (3а) и (3б), до-

статочно в уравнение (3) подставить выраже-

ния для потоков (1в) и (1г) соответственно, а 

затем выразить требуемые величины. 

Если на некотором шаге n достигнута нуж-

ная точность, то положим G* = G(n), P* = P(n), 

причем при любых возможных сочетаниях 

нижних индексов. Эти величины можно рас-

сматривать как приближенные значения иско-

мых величин, но они, вообще говоря, могут 

быть неокончательными и могут уточняться; 

как именно – будет описано далее. 

 

Итеративные вычисления в емкостях  

внутри шага моделирования 

 

Итак, моделирование уравнений (1) и (3) по-

лучено, обратимся к уравнению (2). В резуль-

тате применения неявного метода уравнение 

(2) преобразуется к следующей разностной 

схеме:  

0 .t
m m

G
t


−

=


            (2а) 

Величины m0 и mt – это значения массы m 

вещества (газа или жидкости) в некоторой ем-

кости на начало и конец шага моделирования 

(по t) соответственно. Суммирование потоков 

в (2а) ведется по всем трубам, соединенным с 

этой емкостью. Далее будем опускать в форму-

лах индекс t и вместо mt писать просто m. Ис-

пользуя неявный метод Ньютона, получим 

формулы итеративного вычисления как массы 

в емкости, так и потоков в трубах, соединенных 

с этой емкостью. 
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Для нахождения массы газа в емкости полу-
чаем следующую формулу:  

( 1) ( ) ( )

г
/ ,

k k k
m X Y

+
=           (2б) 

где значения 𝑋(𝑘) и 𝑌(𝑘) определяются, соответ-
ственно, по формулам (6а) и (6б). Как при этом 
определяется m(0), уточним позже (и для жид-
кости, и для газа). Суммирование в (6а) и (6б) 
ведется по всем трубам, присоединенным к 
данной емкости.  

Чтобы найти массу жидкости в емкости, 
требуется решить уравнение 

2
0,Am Bm C+ + =           (2в) 

где коэффициенты A, B и C находятся по фор-
мулам (7а), а присутствующая в формулах для 
вычисления B и C величина Z – по формуле 
(7б). В качестве значения m(k+1) нужно взять тот 
корень уравнения (2в), который ближе к m(k). 

Поступление и расход вещества в емкости 
(то есть потоки в трубах) находим согласно 
формуле (1б), которая теперь вместо формул 
(1в) и (1г) преобразуется в формулы (1д) и (1е). 
Обращаем внимание, что в формулах (6а), (7б), 
(1д) и (1е) Piг и Piж обозначают давление газа и 
жидкости в узле, к которому присоединена i-я 
труба, а не в емкости, как в случае формул (1в) 
и (1г). Давление жидкости Pе.ж и давление газа 
Pе.г в емкости, присутствующие в (1д) и (1е), 
находятся по формуле 

( )

( )

( ) ( ) г г

е.ж е.г ( )

г ж ж

,

k

k k

k

m RT
P P

M V m
= =

− 
 

где R – универсальная газовая постоянная; Tг – 

температура газа (в градусах Кельвина).  

Если на n-й итерации достигнута нужная 

точность, то полагаем m* = m(n), G* = G(n),  

P* = P(n), причем при любых сочетаниях ниж-

них индексов для всех перечисленных вели-

чин. Эти величины можно рассматривать как 

приближенные значения искомых величин, но 

они еще не являются окончательными. 

Обращаем внимание, что во многих форму-

лах прослеживается явное взаимодействие 

между величинами, отвечающими за распреде-

ление в системе газа, и величинами, отвечаю-

щими за распределение в системе жидкости, 

что и связано с фундаментальной трудностью 

моделирования, упомянутой в начале работы. 

 
Итерации итераций 

 

Покажем, как именно протекают два этапа 

вычислений. 

Повторяется следующий процесс вычисле-

ния потоков вещества в системе: 

− итеративный процесс в узлах; 

− итеративный процесс в емкостях. 

При первом итеративном процессе в узлах 

полагаем G(0) = G0, P(0) = P0 (при всех возмож-

ных сочетаниях нижних индексов), а при по-

следующих – G(0) = G*, P(0) = P*, где значения 

G* и P* были получены на предыдущем итера- 

( )( ) ( ) ( ) ( )

0
( 1)

( ) ( )
1 2

k k k k

k

k k

S
G P G G t

lG
S

G t
l

+

+  −  

=

+  

                  (1б) 

( )( )( ) (0) ( ) ( ) ( ) ( )
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ж
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i i i i i i
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S
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S
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             (1в) 
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         (3а) 
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тивном процессе в емкостях (а для некоторых 

значений давления – в узлах). 
При первом итеративном процессе в емко-

стях полагаем m(0) = m0, G(0) = G*, P(0) = P* (при 
всех возможных сочетаниях нижних индек-
сов), а при последующих – m(0) = m*, G(0) = G*, 
P(0) = P*, где значения m*, G* и P* были полу-
чены ранее (на предыдущих итеративных про-
цессах в узлах или в емкостях). 

Цикл вычислений заканчивается при дости-
жении требуемой (заранее заданной) точности, 
причем после итеративного процесса в узлах 
(то есть очередной итеративный процесс в ем-
костях в этом случае не выполняется).  

В идеальном случае больше ничего не тре-
буется. Но выше говорилось о коллизиях, кор-
ректирующем давлении, буфере для массы ве-
щества в емкости, сглаживании, нивелирова-
нии погрешностей вычислений. Покажем, как 
это все возникает, учитывается и работает. 

 

Моделирование буфера 
 

Моделирование буфера для массы вещества 
в емкости является наиболее простым из упо-
мянутых технических приемов.  

Каждой емкости сопоставляются две вели- 

чины: буфер для массы жидкости bufж и буфер 

для массы газа bufг; в нормальной ситуации они 

равны нулю. 
Эти величины отвечают за закон сохране-

ния массы вещества. Например, если по каким-
то причинам в емкость нужно добавить жидко-
сти больше, чем она может вместить, то из-
лишки будут отправлены в bufж (но при первой 
же возможности они должны быть оттуда изъ-
яты). При изъятии жидкости из емкости значе-
ние bufж может оказаться отрицательным. Ве-
личина bufг используется аналогично.  

 
Использование  

корректирующего давления 

 
Если на (k+1)-й итерации при вычислении 

массы жидкости mж в емкости было получено 
отрицательное значение, то можно воспользо-
ваться буфером. Но в физической реальности 
все происходит иначе, поэтому: 

− полагаем ( 1)

ж
0;

k
m

+
=  

− вычисляем корректирующее давление 
( 1)

кор.ж

k
P

+
 по формуле (8а);  

− далее в вычислениях вместо найденного 

для этой емкости давления ( 1)

ж

k
P

+  используем 

величину 
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P P
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Полученная величина ( 1) ( 1)

ж кор.ж

k k
P P

+ +
+  в идеале 

должна соответствовать такому давлению в ем-

кости, при котором на конец шага вычисления 

будет получаться нулевое значение массы жид-

кости в этой емкости. 

Условием того, что этой коллизии не стало, 

является следующее: Pкор.ж  0. 

Если на (k+1)-й итерации при вычислении 

массы жидкости mж в емкости получено значе-

ние, превышающее возможность емкости вме-

стить такую массу, то делаем следующее: 

− полагаем ( 1)

ж ж

k
m V

+
=  ; 

− вычисляем корректирующее давление 
( 1)

кор.ж

k
P

+  по формуле (8б);  

− далее в вычислениях вместо найденного 

для этой емкости давления ( 1)

ж

k
P

+  используем 

величину 
( 1) ( 1)

ж кор.ж

k k
P P

+ +
+ . 

Присутствующая в формуле (8б) величина 
[max]

ж
m  вычисляется по формуле 

( )

[max] г г

ж ж [max]

г

.

k
m RT

m V
M P

 
=  − 

 
        (9а) 

В формуле (9а) величина P[max] соответ-

ствует максимальному давлению в емкости, 

которое допустимо в исходной моделируемой 

системе. Эта величина может быть как единой 

для всех емкостей системы, так и определяться 

для каждой емкости отдельно. 

Величина 
( 1) ( 1)

ж кор.ж

k k
P P

+ +
+  в идеале должна со-

ответствовать такому давлению в емкости, при 

котором на конец шага вычисления будет по-

лучаться максимально возможное значение 

массы жидкости в ней. 

Условием того, что этой коллизии не стало, 

является следующее: Pкор.ж  0. 

Коллизии и корректирующее давление 

можно устранять сразу же, как только были вы-

полнены соответствующие условия. Но более 

практичным оказался другой подход: коллизии 

сохраняются до конца шага вычисления (по t), 
а в начале следующего шага безусловно отме-

няются (при необходимости они будут обнару-

жены и учтены снова).  

Хотя корректирующее давление вычисля-

ется для удержания значения массы жидкости 

в емкости в допустимых границах, вычислен-

ная масса жидкости все-таки может выйти за 

эти границы из-за взаимодействий различных 

условий. В таком случае нужно прибегнуть к 

использованию буфера bufж. Если при этом 

значение, попавшее в bufж, превышает по мо-

дулю установленные разумные границы, то 

имеет смысл прибегнуть к дроблению шага, то 

есть разбить процесс вычисления состояния 

модели через время t на два последователь-

ных шага, на каждом из которых вычисляется 

состояние модели через время t/2. 

В случае газа корректирующее давление 

вычисляется и используется аналогично: по 

формулам (8в) и (8г). При этом величина [max]

г
m  

вычисляется по формуле, которую несложно 

получить из (9а), заменив в ней ( )

г

k
m  на [max]

г
m , а 

также [max]

ж
m  на ( )

ж

k
m : 

( ) [max]

[max] ж г

г

ж г

.

k
m M P

m V
RT

 
= − 

 
       (9б) 

Кроме того, как и в случае с жидкостью, мо-

гут потребоваться использование величины 

bufг и дробление шага вычисления. 

 
Коллизии в трубах и меры преодоления 

 

Пусть на (k+1)-й итерации в некоторой 

трубе при вычислении потока вещества G сло-

жилась следующая ситуация: был вычислен 

ненулевой поток, но по каким-либо причинам 

реализовать этот поток невозможно (например, 

из-за отсутствия нужного вещества в емкости в 

точке присоединения трубы к ней). Тогда по-

ток этого вещества в трубе полагаем нулевым, 

то есть в зависимости от вещества ( 1)

ж
0

k
G

+
=  

или ( 1)

г
0.

k
G

+
=  

Возникшая коллизия и нулевой поток со-

храняются до конца шага вычисления (по t). 

В начале следующего шага все коллизии в тру-

бах отменяются без каких-либо условий и вы-

числения продолжаются в штатном режиме 

(при этом сохраняется возможность повтор-

ного возникновения какой-либо коллизии). 

При неудачном выборе t, особенно при 

предельных значениях параметров элементов 

системы, возможны ситуации, в которых зна-

чения некоторых параметров оказываются за 

допустимыми границами (в частности, значе-

ний переменных стандартных числовых типов 

данных). 

Описанный подход не гарантирует отсут-

ствия таких ситуаций, поэтому для стабильной 

работы компьютерной модели вычисления 

должны контролироваться. В случае выхода 

значения какого-либо из параметров за допу-

стимые границы нужно прибегнуть к дробле-

нию шага. 

Практика применения компьютерной реа-

лизации модели показала, что подобные ситуа- 
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ции возникают редко и дробление шага позво-

ляет их решить. 

Чтобы ситуации, о которых идет речь, воз-

никали реже, можно сглаживать вычисления, 

заменяя найденные на очередной итерации зна-

чения величин на средневзвешенные между 

значениями, найденными на нескольких по-

следних итерациях.  

Применение даже очень простого вида сгла-

живания – использование среднего арифмети-

ческого между значениями потока, найден-

ными на последней и предпоследней итера-

циях, дает заметный эффект: количество 

ситуаций, в которых значения параметров вы-

ходят за допустимые границы, многократно со-

кращается. 

Этап перевода модели  

в новое состояние 

 

В результате выполнения компьютерной 

программой итерационных вычислений будет 

найдено состояние системы, в которое она 

должна перейти через время t. Теперь нужно 

учесть, что значения всех параметров будут 

найдены лишь приближенно, в частности, при 

подстановке найденных значений потоков в 

уравнения вида (3), вообще говоря, ноль в ле-

вой части (3) может и не получиться, то есть 

может нарушиться сохранение значения сум-

марной массы вещества в модели. 

Подобных последствий можно избежать, 

выполнив корректировку найденных значений 
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потоков таким образом, чтобы полученные 

значения строго удовлетворяли уравнениям 

вида (3). 

Например, можно поступить следующим 

образом:  

− для каждого узла найти суммарное зна-

чение входящих и выходящих потоков; 

− найти модуль разности между этими зна-

чениями и его процент от наибольшего из них; 

− уменьшить каждый поток, являющийся 

частью наибольшей из найденных сумм, на вы-

численный процент. 

Получившиеся значения потоков вещества 

не приведут к изменению значения его суммар-

ной массы. Теперь для получения нового со-

стояния системы остается изменить массу жид-

кости и газа в каждой емкости в соответствии с 

найденными (скорректированными) значени-

ями потоков.  

Итоговые значения для m, G и P можно ис-

пользовать в качестве начальных для вычисле-

ния следующего шага (по t). 
Отметим, что при этом, возможно, придется 

задействовать величины bufж и bufг, но измене-

ния их значений будут сравнимы с точностью 

вычислений. 

Еще одно замечание. При описанном под-

ходе значение суммарной массы вещества не 

будет меняться независимо от точности вычис-

лений, поэтому точность можно уменьшить. 

Конечно, без необходимости делать это не 

стоит, но если, например, итеративные вычис-

ления происходят слишком долго, а новое со-

стояние модели нужно получить в реальном 

времени, можно пожертвовать точностью в 

пользу своевременности. Пользоваться такой 

возможностью или нет, зависит от требований, 

предъявляемых к модели. 
 

Дополнительные возможности  

построенной модели 

 

Итак, построенная модель позволяет вычис-

лять состояния систем, в которых жидкость и 

газ могут перемещаться между емкостями по 

трубам (причем при приемлемых затратах вре-

мени, которыми можно еще и управлять). Но в 

реальных системах их состояние меняется за 

счет различного рода воздействий, таких как 

подача газа или жидкости под давлением, от-

крытие или перекрытие труб и т.п. 

Покажем, как подобные элементы управле-

ния можно встроить в построенную модель. 

Клапан. Моделируется как труба, которая 

имеет два состояния, одно из которых соответ- 

ствует открытому клапану, другое – закры-

тому.  

Невозвратный клапан. Работает в трех ре-

жимах: «открыт», «закрыт» и «невозврат». 

Первые два моделируются так же, как и в слу-

чае соответствующих состояний обычного кла-

пана. В режиме «невозврат» оценивается пере-

пад давления в начале шага, и в случае превы-

шения некоторой заранее заданной уставки 

клапан открыт, иначе он закрыт. 

Центробежный насос. Этот элемент моде-

лируется как труба и может иметь два состоя-

ния: «выключен» и «включен». В первом при 

вычислении значений потоков вещества он и 

ведет себя так же, как труба. Во втором состо-

янии значения потоков сначала вычисляются 

по тем же формулам, что и для трубы, а потом 

к полученным значениям прибавляется допол-

нительный поток, создаваемый насосом. Тех-

нически это происходит следующим образом: 

в зависимости от направления напора, создава-

емого насосом, давление на одном из концов 

трубы увеличивается на величину напора.  

Описанные элементы – клапан, невозврат-

ный клапан и центробежный насос – в компью-

терной модели могут быть представлены в 

виде трубы с дополнительными возможно-

стями, что несложно сделать в объектно-ориен-

тированных языках программирования за счет 

наследования (при условии, что уже имеется 

базовый класс, моделирующий трубу). Пока-

жем возможность моделирования и более 

сложных объектов.  

Для этой цели введем еще один тип элемен-

тов, который назовем устройством для переме-

щения вещества, или перемещателем. Переме-

щатель соединяет две емкости и может нахо-

диться в двух состояниях – «включен» и 

«выключен». В состоянии «включен» он может 

на шаге переместить определенное количество 

вещества из первой емкости во вторую, вычис-

ленное согласно некоторому алгоритму (сам 

алгоритм не является предопределенным, и его 

можно уточнять в зависимости от задачи).  

Редуктор. Этот элемент соединяет два узла 

и состоит из нескольких элементов: двух кла-

панов v1 и v2, двух емкостей t1 и t2, а также пе-

ремещателя sm. Они связаны между собой в по-

следовательность v1 ↔ t1 → sm → t2 ↔ v2,  

где стрелками обозначены возможные направ-

ления перемещения вещества. С узлами соеди-

няются свободные концы клапанов v1 и v2. Ре-

дуктор должен поддерживать в емкости t2  

некоторое постоянное давление p0, если это 

возможно.  
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Алгоритм работы перемещателя sm в этом 

случае следующий.  

Если давление в t1 превышает p0, а в t2 не 

превышает p0, то он переносит из t1 в t2 такую 

порцию вещества, которая обеспечивала бы в t2 

давление p0. Если давление в t2 больше, чем p0, 

то переноса не происходит. Если давление и в 

t1, и в t2 меньше, чем p0, то редуктор ведет себя 

как труба. Клапаны v1 и v2 могут использо-

ваться для внешнего управления редуктором; 

если этого не требуется, то их можно заменить 

трубами. 

Поршневой насос. Этот элемент устроен 

аналогично редуктору, только вместо клапанов 

используются невозвратные клапаны (полу-

чаем схему v1 → t1 → sm → t2 → v2) и переме-

щатель работает по другому алгоритму: пере-

носит порцию вещества в соответствии с задан-

ной производительностью насоса и при 

условии, что значение напора, создаваемого 

насосом, достаточно для преодоления перепада 

давления между емкостями t2 и t1. 

Отметим также, что при необходимости  

в систему можно добавить новые параметры, а 

некоторые параметры, присутствующие в при-

веденном описании модели в виде констант, 

можно заменить функциями. Одной из таких 

констант является коэффициент трения , ме-

няющийся динамически. Другая константа – 

это плотность жидкости. Известно, что плот-

ность жидкости зависит от температуры, по-

этому можно добавить параметр, отвечающий 

за температуру жидкости, а плотность  вычис-

лять как функцию, зависящую от этого пара-

метра. Можно изменить описания свойств ве-

ществ, позволив, например, жидкости сжи-

маться при увеличении давления (и тогда 

нужно добавить в описание и зависимость ее 

плотности от давления). Кроме того, можно 

учесть возможности, связанные с перемеще-

нием всей системы в пространстве (например, 

если она является частью машины, корабля, са-

молета и др.), введя функции, отвечающие за 

изменение координат, наклонов, вектора гра-

витации и т.п. – все это несложно встраивается 

в модель без существенного изменения лежа-

щих в ее основе формул.  

 

Ускорение вычислений 

 

Сложность вычислений обычно описыва-

ется в виде зависимости затрат ресурсов от 

сложности входных данных, при этом под 

сложностью входных данных обычно пони-

мают их объем. В данном случае этот подход 

не годится: одна и та же система емкостей и уз- 

лов может в зависимости от распределения од-

ной и той же массы жидкости и газа в ней при-

вести к вычислениям, требующим разные за-

траты времени, которые могут отличаться на 

несколько порядков. 

Модель работает быстро и точно в случаях, 

когда в системе имеется только газ или только 

жидкость, а также когда нет больших перепа-

дов давления, когда не возникают ситуации 

опасности переполнения емкости жидкостью 

или ее опустошения, и т.п. В подобных ситуа-

циях при шаге моделирования 50 мс количе-

ство итераций может быть в пределах пяти 

даже для систем, число элементов в которых 

составляет несколько тысяч. 

Тем не менее, на вычисление через 50 мс 

новых состояний некоторых систем (состоя-

щих примерно из двух тысяч емкостей разных 

объемов, каждая из которых в среднем соеди-

нена с тремя-четырьмя узлами, содержит как 

жидкость, так и газ, имеет давление, заметно 

отличающееся от давления в соседних емко-

стях) требовалось в среднем около 100–300 мс 

при частоте процессора 3 ГГц и точности вы-

числений порядка 10–5. В каких-то сложных  

ситуациях на выполнение такого шага требо- 

валось несколько секунд, а в некоторых –  

порядка 10 мс. Число итераций могло превос-

ходить тысячу, и его приходилось ограничи-

вать. 

Приведенные цифры показывают, что в слу-

чае вычислений в реальном времени имеются 

сложности, и решение вопроса об ускорении 

вычислений актуально. На практике значитель-

ное ускорение получилось за счет распаралле-

ливания вычислений на процессоре, и в резуль-

тате удалось добиться вычислений новых со-

стояний описанной системы в реальном 

времени. В большинстве случаев для тех же 

данных на вычисление шага в 50 мс требова-

лось порядка 30 мс. 

Отметим, что добиться ускорения вычисле-

ний можно попытаться с помощью другого 

численного метода. Авторы изначально ориен-

тировались на неявный метод Ньютона как до-

статочно быстрый и надежный. Небольшой 

опыт применения в решении этой задачи дру-

гих методов показал, что они заметно уступают 

ему по скорости и точности.  

 
Тестирование 

 

Для представления возможностей предло-

женной модели опишем границы параметров 
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систем, работа которых была успешно промо- 

делирована программой: 

− емкость от 1 л до 100 000 м3; 

− диаметр труб от 1 мм до 1 м; 

− количество емкостей от 2 до 2 000; 

− количество узлов от 1 до 2 000; 

− давление в емкости до 500 атм.; 

− разница давлений на концах трубы от 0 

до 500 атм.; 

− шаг моделирования до 50 мс. 

Практика показала, что увеличение длины 

шага моделирования нежелательно, хотя во 

многих случаях допустимо. Отметим также, 

что моделировались системы различных кон-

фигураций, в том числе намеренно сложно 

устроенные. Например, моделирование систем 

с газом и жидкостью, в которых последова-

тельно соединены трубами емкости неболь-

шого объема (до 10 л) со значительным перепа-

дом давления на концах получившейся цепи, 

показало, что модель вычисляет поток жидко-

сти в этой цепи, величина которого почти не 

отличается от величины потока, идущего по 

трубе той же длины и того же диаметра, но без 

промежуточных емкостей; при этом число ем-

костей при тестировании достигало 100, а ве-

личина потока на шаге моделирования могла 

превосходить объем одной такой емкости на 

порядок. 
 

Возможные перспективы  

развития модели 
 

За границами рассмотрения остались следу-

ющие моменты. 

Во-первых, для ускорения вычислений воз-

можны параллельные вычисления с использо-

ванием ресурсов видеокарты. Если такое уско-

рение удастся получить, то, например, в каче-

стве исходной величины t можно было бы 

взять меньшую, повысить точность вычисле-

ний, масштабировать время и т.п. Отметим, что 

для этого, видимо, придется решить ряд задач, 

связанных с реорганизацией структуры данных 

и вычислительной части модели таким обра-

зом, чтобы минимизировать обмен данными с 

видеокартой. Возможна также такая модерни-

зация структуры модели, которая позволит ис-

пользовать распределенные вычисления в ком-

пьютерной сети, суперкомпьютеры [6] или 

квантовые вычисления [7, 8]. У авторов име-

ются некоторые наработки в этом направле- 

нии, но их обсуждение выходит за рамки рас-

сматриваемой задачи. 

Во-вторых, в ряде случаев описанная мо-

дель не решает некоторые важные задачи. Дело 

в том, что иногда требуется не просто смодели-

ровать перемещение жидкости и/или газа, но и 

учесть их разный состав, что важно, например, 

при моделировании процесса развития пожа-

ров и их тушения, при переносе горючих и/или 

опасных для жизни веществ и т.п. Вопрос о 

том, как выполнить такое моделирование, су-

щественно не меняя вычислительную слож-

ность модели, авторами не рассматривался. 

В-третьих, в некоторых системах возможно 

изменение агрегатного состояния вещества: 

жидкость может испариться, а газ – конденси-

роваться или раствориться в жидкости. Кроме 

того, некоторые вещества способны вступать в 

химические реакции друг с другом, образуя со-

единения, которые тоже могут находиться в 

разных агрегатных состояниях, причем сами 

реакции могут протекать с выделением или по-

глощением тепла, и т.п. Известно также, что 

при смешивании некоторых веществ объем по-

лучившейся смеси может отличаться от суммы 

объемов исходных веществ. Решение задач мо-

делирования подобных процессов станет воз-

можным, видимо, после решения задач, связан-

ных с учетом состава вещества. 

 
Заключение 

 
Предложенная модель основана на системе 

эвристических соображений. И хотя она 

вполне работоспособна, для очень больших и 

сложно устроенных систем в случае недоста-

точно мелких значений шага t не стоит ожи-

дать от нее результатов, очень близко соответ-

ствующих действительности, а в случае слиш-

ком мелких значений – быстроты и работы в 

реальном времени. Плюсом является то, что ба-

ланс между скоростью вычислений и их точно-

стью (и адекватностью) можно регулировать. 

Практика показала, что эта модель ведет 

себя вполне адекватно в отношении систем, в 

которых не возникает нагрузок на элементы, 

приводящих к опасности резкого (неплавного) 

переполнения или опустошения емкости. При 

наличии лишь одного компонента из двух рас- 

смотренных – либо жидкости, либо газа – мо- 

дель работает почти без задействования эври- 

стических модулей. 
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Abstract. The paper deals with the problem of modeling the liquid and gas flow in systems consisting of 

containers of various volumes interconnected by pipes of various lengths and widths.  

The proposed model is based on a system of differential equations describing the change in substance mass 

in containers as well as the change in the substance flow magnitude in pipes. In addition to container and pipe 

parameters, the model takes into account various parameters of liquids and gases, such as density, temperature, 

and molar mass. The description is accompanied by formulas with necessary explanations.  

The paper also discusses the problems caused by high computational costs to run such models, time costs. 

It proposes a number of heuristics to reduce those costs significantly. The authors discuss each idea, intercon-

nections between applications of the ideas, as well as their limitations.  

The authors describe the key technical aspects of model implementation, including the proposed heuristics 

and the ability to configure various parameters that affect the accuracy of the calculation and its running time. 

The paper shows that the proposed model can be extended by adding the elements that model the operation 

of various devices, such as valves, gearboxes, and pumps. Each device has an implementation model.  

Finally, the scope of the model and a computer implementation are discussed. 

The authors also mention some issues beyond the paper scope, such as implementation of parallel compu-

ting. 

Keywords: modeling of physical processes, modeling of liquid flows, modeling of gas flows, iterative 

methods. 
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