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В статье дается обоснование выбора меры неопределенности сведений. Описывается современный 

подход, основанный на применении фундаментальных алгебраических конструкций теории категорий. 

Особенностью множества отношений эквивалентности является непосредственное (прямое) установ-

ление отношения эквивалентности между объектом и классом.  

Показано, что в настоящее время существует ряд актуальных прикладных задач в области класси-

фикации, требующих иного подхода к установлению отношения эквивалентности – использования мо-

дели каскадного фильтра с промежуточными состояниями. Для обоснования меры неопределенности 

об объекте предлагается использовать теоретические положения на основе математического аппарата 

теории ультраоператоров. Данный аппарат также оперирует сведениями в терминах определений не-

элементарных сведений.  

К особенностям рассматриваемого аппарата можно отнести следующие: предложение оперировать 

не сведениями, а их неопределенностями, не рассматриваемыми в аппарате ультраоператоров; в неко-

торых задачах рассматриваются элементарные сведения, что является частным случаем в аппарате уль-

траоператоров и облегчает вычисления; область применения сужается до чисел (то есть сведения-мно-

жества могут быть только числовой природы, компактами, в том числе многомерными); оперирование 

числовыми множествами-сведениями в некоторых случаях исключает необходимость применения в 

явном виде решетки (и соответствующих шкал) понятий и позволяет оперировать в неявном виде с 

бесконечными решетками.  

Предлагаемый авторами подход и представленные математическая модель и мера информационной 

неопределенности являются составной частью разрабатываемого метода классификации и кластериза-

ции состояний сложных систем на основе теоретико-множественного подхода и позволяют рассматри-

вать процесс получения четких классов с точки зрения снижения информационной энтропии с исполь-

зованием каскадного фильтра. 

Ключевые слова: классификация, кластеризация, категория, функтор, информационная энтропия. 
 

Необходимость совершенствования мате-

матического аппарата теории классификации 

уже рассматривалась ранее [1]. Авторами пред-

ложен современный подход, основанный на 

применении фундаментальных алгебраических 

конструкций теории категорий [2]. Адекват-

ность выбора данной теории обусловлена ее 

фрагментарным использованием в ряде работ, 

посвященных решению задачи классифика- 
ции [3]. При этом введен ряд определений,  

таких как однозначно не идентифицируемый 

объект A, категория однозначно не идентифи-

цируемых объектов A , ковариантный функтор 

однозначно не идентифицируемых объектов F, 

дуальная категория однозначно не идентифи-

цируемых объектов d
A . В основу разрабатыва-

емых теоретических положений включена си-

стема аксиом Бернайса–Геделя. 

В известной литературе предложен ряд 

классических схем отнесения исследуемых 
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объектов к тому или иному классу [3]. Пусть на 

категории однозначно не идентифицируемых 

объектов A  определены некоторое множество 

Xn, 1,n m= , и множество их классов толерант-

ности , 1,
T

P
K p q= . При этом T

P
K  ⊂ F, 1, g =  – 

множество промежуточных состояний; f = {f1, 

f2, f3, …, fg–1} – отношения эквивалентности 

(морфизмы) F. Их особенностью является 

непосредственное (прямое) установление от-

ношения эквивалентности между объектом Xn, 

1,n m= , и классом Kp, 1,p q= , где Kp  F. Од-

нако в настоящее время существует ряд акту-

альных прикладных задач в области классифи-

кации, требующих иного подхода к установле-

нию отношения эквивалентности, а именно: 

вместо прямого отношения предлагается ис-

пользовать модель каскадного фильтра с про-

межуточными состояниями, представленную 

на рисунке. 

При установлении f1 определяется соответ-

ствие исследуемого элемента некоторому 

классу толерантности T

P
K . При этом T

P
K может 

четко идентифицировать объект, тогда  
T

P
K  = Э

P
K  есть класс эквивалентности (класс A 

на рисунке). В противном случае T

P
K  есть пе- 

ресечение классов идентифицируемых объек-

тов (классы B, C, D на рисунке).  
После наделения исследуемых классов 

структурой идентифицируемые объекты обра-

зуют пересечения в масштабах классов T

P
K . 

Объем пересечений T

P
K  представляет собой не 

что иное, как информационную неопределен-
ность об объекте. Это дает основание задать на 
ней меру – меру информационной неопреде-
ленности (энтропии).  

В данном случае энтропия интерпретиру-
ется как недостаток сведений о состоянии ис-
следуемого объекта. Информация в той или 
иной мере устраняет эту неопределенность. 
Однако сведения, несущие информацию, могут 
содержать некую неопределенность, причем 
неопределенность двух типов: неточность све-
дения о состоянии объекта и определенную 
степень истинности данного сведения, то есть 
сведение может быть неабсолютно точным и 
неабсолютно истинным. Таким образом, в ши-
роком смысле неопределенность – векторный 
показатель, характеризующий неточность H и 
неистинность P сведений.  

В части, касающейся рассмотрения аспекта 

неточности сведений, в нормативных докумен- 

тах допустимые значения неопределенностей 

A

B

C

D

A

B

C

D

A

B

C

D

1f

A

B

C

D

2f gf

1F 2F 3F
gF

3f

 
 

Модель каскадного фильтра классификации нечетких объектов с промежуточными  

состояниями и элементами неопределенности 
 

Stage filter model for classification of fuzzy objects with intermediate states and elements of uncertainty 
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результатов переработки информации зада-

ются предельными погрешностями в единицах 

измерения соответствующих физических вели-

чин. Следовательно, применение мер неопре-

деленности необходимо рассмотреть с точки 

зрения представления результатов в соответ-

ствующих единицах измерения физических ве-

личин, а не в условных (бит, дит и т.д.). Для 

обоснования приемлемой меры неопределен-

ности предлагается использовать теоретиче-

ские положения математического аппарата 

теории ультраоператоров [4–6].  

Пусть дано множество W, содержащее 

точку W0, W0    W. Если  содержит те и 

только те точки Wi, которые обладают некото-

рым свойством, то возможно отождествление 

подмножества  с данным свойством [4–6]. 

При этом истинное высказывание представляет 

собой точку W0 из множества W, обладающую 

свойством  и являющуюся элементарным све-

дением о точке W0, представимой в виде одно-

местного предиката (W0).  

Таким образом, любое подмножество есть 

компакт (W0), такой что W0  (W0), при этом 

(W0)  W – элементарное сведение о точке W0.  

Пусть даны сведение (W0)  W и семейство 

Ĩ сведений о точке W0, являющееся фильтром 

над подмножеством (W0). Семейство Ĩ под-

множеств некоторого множества называется 

фильтром, если выполняются условия:   Ĩ,  

B  A, B  Ĩ  A  Ĩ, A, B  Ĩ  A  B  Ĩ [7]. 

Математическое определение информации 

введено в работах [6, 8, 9]. Семейство Ĩ подмно-

жеств множества W-сведений о точке W0, явля-

ющееся фильтром над подмножеством (W0), 

есть элементарная информация о точке W0. 

Иными словами, элементарная информация – 

это семейство всех истинных следствий и умо-

заключений, полученных средствами матема-

тической логики из истинного высказывания – 

элементарного сведения (W0). 

Если множества W,  измеримы (по Лебегу), 

то введенная на них мера может служить ме- 

рой неопределенности Н сведения (W0) о 

точке W0 [8]. Неопределенность сведения (W0) 

измеримого множества есть мера (Лебега) дан-

ного множества: H((W0)) = mes((W0)). 

Мерой mes (необязательно Лебега) на полу-

кольце множеств называется неотрицательная 

функция, принимающая конечные значения и 

являющаяся аддитивной [7, 8]:  

A  B =   mes(A  B) = mes(A) + mes(B), 

mes() = 0. 

Исходя из определения меры введенная 

мера неопределенности неотрицательна и ко-

нечна, то есть ограничена, и удовлетворяет об-

щим требованиям [8] к мерам неопределенно-

сти (неотрицательности, равенства нулю при 

отсутствии неопределенности, аддитивности):  

1. H((W0)) ≥ 0; 

2. (W0) = W0  H((W0)) = 0, (W0) ≠ W0   

 H((W0)) > 0; 

3. 1(W0)  2(W0) = W0  H(1(W0)   

 2(W0)) = H(1(W0)) + H(2(W0)). 

Допустим, множество W есть множество 

действительных чисел R. Пусть некоторое дей-

ствительное число r  R, R  R, где R – мно-

жество возможных значений r, являющееся от-

резком на числовой оси. Тогда элементарным 

сведением о значении числа r является некото-

рый отрезок R, r  R, R  R. 
Неопределенность Нr сведения о значении r 

есть длина R  R, r  R, то есть Hr = │R│. 

Очевидно, что max Нr = Нr(R  R) единиц 

измерения, min Нr = Нr(R  r) = 0. 

Значения неопределенностей Нxj обуслов-

ливают значение неопределенности Нy, однако 

при некоторых, в частности, нелинейных пре-

образованиях y = F(X), неопределенность Нy 

является функцией не только значений неопре-

деленностей Нx аргументов, но и расположения 

областей неопределенностей Нx на множестве 

возможных значений аргументов. 

Поскольку априори неизвестно, каковы бу-

дут значения аргументов и, следовательно, где 

будут расположены области их неопределен-

ностей, для однозначности определения меры 

неопределенности результата преобразования 

в различных задачах следует вводить дополни-

тельные условия. Исходя из принципа гаранти-

рованного результата следует ввести требова-

ние экстремальности (max, min, sup, inf) значе-

ния неопределенности Нy на множестве 

возможных значений аргументов. В работе [8] 

предложены ряд определений и соответствую-

щая мера неопределенности. 

Определение 1. Для задач, пессимистиче-

ским вариантом в которых является наимень-

шая неопределенность, существенная неопре-

деленность Нy сведения о числе y (результате 

преобразования F) – есть минимальная неопре-

деленность Нy сведения о числе y по множеству 

значений аргументов: 

( ,{ }) min ( ,{ },{ }),
j j

j j

y X y X j
x

H F H H F H x


=   

j = 1, …, J. 



Программные продукты и системы / Software & Systems               4 (33) 2020 

 602 

Определение 2. Для задач, пессимистиче-

ским вариантом в которых является наиболь-

шая неопределенность, существенная неопре-

деленность Нy сведения о числе y (результате 

преобразования F) – есть максимальная не-

определенность Нy сведения о числе y по мно-

жеству значений аргументов: 

( ,{ }) max ( ,{ },{ }),
j j

j j

y X y X j
x

H F H H F H x


=   

j = 1, …, J. 

Предлагаемый аппарат относительно бли-

зок к известному аппарату ультраоператоров 

теории ультрасистем [6], также оперирующих 

со сведениями в терминах определений неэле-

ментарных сведений (рассмотрены ниже).  

Отличие предложенного аппарата заключа-

ется в следующем: 

− предлагается оперировать не сведени-

ями, а их неопределенностями, не рассматрива-

емыми в аппарате ультраоператоров;  

− в некоторых задачах рассматриваются 

элементарные сведения, что является частным 

случаем в аппарате ультраоператоров и облег-

чает вычисления; 

− область применения сужается до чисел 

(то есть сведения-множества могут быть 

только числовой природы, компактами, в том 

числе многомерными); 

− оперирование числовыми множествами-

сведениями в некоторых случаях исключает 

необходимость применения в явном виде ре-

шетки (и соответствующих шкал) понятий и 

позволяют оперировать в неявном виде с бес-

конечными решетками.  

Рассмотрим аспект истинности сведений. 

Информация, сведения которой характери-

зовались двумя значениями истинности p – 

либо истина (р = 1), либо ложь (р = 0), уже при-

водилась ранее. В случаях, когда истинность 

сведения о точке может иметь не только эти два 

значения, но и некоторые промежуточные 

(0 < р < 1), возникает неэлементарная инфор-

мация. 

В [9] решеткой достоверностей называется 

произвольная решетка Р, в которой максималь-

ный элемент трактуется как истина, а мини-

мальный как ложь. Сравнимые элементы р1, р2 

решетки достоверностей записывают р1 < р2. 

Решетка достоверностей, состоящая только из 

двух элементов {рmin = 0, рmax = 1}, называется 

элементарной, остальные – неэлементарными. 

Если неэлементарная решетка достоверностей 

линейно упорядочена, она называется вероят-

ностной, иначе – модальной. 

Таким образом, семантика всякого сведения 

предполагает наличие четырех величин: опор-

ного множества W состояний объекта, семанти-

ческого указателя W0 одного из состояний объ-

екта W0  W, подмножества  состояний объек-

тов из W,   W, и семантической истинности 

р, которая характеризует истинность выполне-

ния условия W0  . При этом неэлементарное 

сведение обозначается кортежем <р, (W0)>. 

В исследованиях иногда полезно примене-

ние сведения, неопределенность которого 

равна максимально возможной, а вероятность, 

соответственно, единице. 

В решаемой задаче введен ряд ограничений, 

в том числе ограничение на исследуемое ис-

ходное множество Xn, 1,n m= , являющееся ко-

нечным: M = card(Xn) < . Поскольку имеюща-

яся неопределенность удовлетворяет всем 

свойствам, предъявляемым к информационной 

энтропии (доказательство не приводится из-за 

объема), и учитывается введенное ограниче-

ние, в качестве меры информационной неопре-

деленности в классах с нечеткой структурой 

предлагается использовать меру неопределен-

ности, предложенную в [8].  

Результатом фильтрации на участках f2, f3, 

…, fg–1, а также функционирования предложен-

ной модели в целом является ( )
T

P
H K  → 0, то 

есть максимальное снижение информационной 

энтропии и выделение четких объектов (клас-

сов) за счет введения ограничений фильтрации 

на каждом этапе в зависимости от условий ре-

шаемой задачи.  

На основании изложенного можно сделать 

следующий вывод. Предлагаемый подход и 

представленные математическая модель и мера 

информационной неопределенности являются 

составной частью разрабатываемого метода 

классификации и кластеризации состояний 

сложных систем на основе теоретико-множе-

ственного подхода и позволяют рассматривать 

процесс получения четких классов с точки зре-

ния снижения информационной энтропии с ис-

пользованием каскадного фильтра. Дальней-

шее развитие метода предполагает определе-

ние ограничений фильтрации, а также синтез 

алгебраических конструкций для решения за-

дачи кластеризации. 
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Abstract. The paper provides a rationale for choosing the measure of uncertainty of information. It de-

scribes a modern approach based on the application of fundamental algebraic constructions of category theory. 

A feature of the set of equivalence relations is the direct establishment of an equivalence relation between an 

object and a class. 

The paper shows that at present, there are a number of actual applied problems in the classification field 

that require a different approach to establishing the equivalence relationship – the use of a cascade filter model 

with intermediate states. To justify the measure of uncertainty about an object, the authors proposed to use 

theoretical propositions based on the mathematical apparatus of the theory of ultra-operators. The proposed 

device also operates with information in terms of definitions of non-elementary information.  
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The characteristics of the proposed device include: the suggestion operate not with information, but with 

their uncertainties, not considered in the device of ultra-operators; some problems are considered basic infor-

mation which is a special case in the device of ultra-operators and facilitates the calculations; the scope is 

narrowed to numbers (i.e., data – sets can only be of numeric nature, compacts, including multidimensional); 

operating with numeric sets-information in some cases eliminates the need to explicitly use the grid (and the 

corresponding scales) concepts, and allow to operate implicitly with infinite lattices.  

The approach proposed by the authors and the presented mathematical model and measure of information 

uncertainty is an integral part of the developed "Method of classification and clustering of States of complex 

systems based on the set-theoretic approach" and allows us to consider the process of obtaining clear classes 

from the point of view of reducing information entropy using a cascade filter. 

Keywords: classification, clustering, category, functor, information entropy. 
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