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Рассмотрена задача определения минимальных ациклических маршрутов во взвешенных графах, содержащих ре-
бра отрицательного веса. Исследованы возможности алгоритма Беллмана–Форда. Показано, что все его возможные 
модификации, даже самые глубокие, в общем случае могут определять только приближенные решения. В среднем 
наилучшие приближенные решения задачи дает модифицированный вариант алгоритма Беллмана–Форда, в котором 
циклы отбрасываются при поиске оптимальных продолжений искомого пути. 

Для гарантированного поиска точных решений предложена модификация метода ветвей и границ, основанная на 
использовании специальных деревьев ациклического перебора. В узлах данного дерева наряду с номером очередной 
вершины, текущей стоимостью пути и необходимыми указателями дополнительно хранятся номера всех еще не прой-
денных вершин, а также специальный список ребер отрицательного веса. Список вершин используется при ацикличе-
ском продолжении пути. Список ребер отрицательного веса применяется для оценки максимально возможного умень-
шения стоимости пути при его продлении. 

С целью более удобной практической реализации деревьев ациклического перебора для вершин одного уровня 
предложено использовать специальные двунаправленные списки. В них прямые ссылки задают перемещение по со-
седним узлам уровня. Обратные ссылки указывают на предыдущую вершину в пути от начальной вершины к данному 
узлу. 

Алгоритм изложен на С-подобном псевдокоде. 
Приведен пример, демонстрирующий приближенный характер модификаций алгоритма Беллмана–Форда, а также 

показана работа предлагаемого метода. 
Ключевые слова: взвешенные графы с ребрами отрицательного веса, минимальный маршрут, алгоритм  

Беллмана–Форда, метод ветвей и границ, дерево перебора, двунаправленные списки. 
 

Графовые модели широко используются при 
анализе и синтезе систем сложной структуры, осо-
бенно сильно связанных. Программные средства 
решения данных задач, а также методы визуали- 
зации свойств графовых структур широко приме-
няются как в прикладных пакетах общего назначе-
ния, так и в специализированных системах, напри-
мер, Intelligent Graph Visualizer, Visual Graph, 
WEGA и др. 

Одной из наиболее распространенных задач на 
графовых моделях является построение во взве-
шенном графе маршрута между двумя заданными 
вершинами, обладающего минимальной стоимо-
стью – суммой весов входящих в него ребер [1–6]. 
В случае ребер неотрицательного веса для поиска 
точного решения оптимальным является алгоритм 
Дейкстры [7]. Однако данный алгоритм нельзя при-
менять в случае наличия ребер отрицательного 
веса, поскольку в ряде случаев, например, при 
наличии ребер отрицательного веса, инцидентных 
стартовой вершине, он не находит даже прибли-
женных решений. Ребра отрицательного веса ха-
рактерны для экономических задач, в которых вы- 

полнение отдельных операций может приносить не 
только прибыль, но и убытки. Пример такой мо-
дели дан на рисунке 1. 

Рекомендуемый для решения этой задачи алго-
ритм Беллмана–Форда, как показывает анализ, 
даже при самой глубокой модификации гаранти-
рует получение только приближенных решений. 
Поскольку точное определение минимального 
пути в графах с ребрами отрицательного веса явля-
ется актуальной задачей в целом ряде областей, 
особенно в экономике, в работе рассмотрен алго-
ритм, гарантированно дающий искомое решение. 
Его применение может устранить данный суще-
ственный пробел в современных программных гра-
фовых системах. 

Основная проблема графов с отрицательными 
весами ребер – так называемые отрицательные 
циклы, в которых сумма весов ребер отрицательна. 
Исследование данных циклов представляет собой 
отдельную задачу, для решения которой применя-
ется алгоритм Флойда–Уоршелла [8, 9]. Исследова-
нию их в динамических графах посвящена рабо- 
та [10]. 
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Поскольку каждый проход по такому циклу 
уменьшает общую стоимость всего маршрута, в об-
щем случае путь с минимальной стоимостью 
между заданными вершинами не существует, так 
как за счет повторения отрицательного цикла ее 
можно сделать сколь угодно малой. Отрицатель-
ные циклы появляются даже при наличии в графе 
одного ребра с отрицательным весом. Поскольку в 
реальных системах циклы в маршрутах недопу-
стимы, в этом случае на них налагается дополни-
тельное требование отсутствия циклов – ациклич-
ность.  

 
Существующие подходы к решению задачи.  

Базовый алгоритм Беллмана–Форда 

 
Исходными данными задачи являются следую-

щие структуры данных: 
 взвешенный граф G, заданный тройкой 

структур: множеством вершин V = {vi} = {v1, …, 
vn}, множеством ребер Х = {хj} = {х1, …, хm}, мат-
рицей с неотрицательными весами ребер D = {хik} 
(i =0, …, n–1; k = 0, …, n–1); 

 номера start и finish начальной и конечной 
вершин пути. 

В процессе работы алгоритма Беллмана–Форда 
строятся две вспомогательные структуры: 

 матрица стоимостей маршрутов С размерно-
стью n×n, в которой строки с номерами s = 0, …,  

n–1 соответствуют длинам сsi кратчайших путей из 
начальной вершины start в вершину vi (номер ее i 
соответствует номеру столбца матрицы); 

 матрица P размерностью (n – 1) × n, в кото-
рой для строк с номерами s = 1, 2 ,…, n – 1 в элемент 
рsi заносится номер s-й по счету вершины в крат-
чайшем пути в вершину с номером i.  

Далее приведен базовый вариант метода. 
Шаг 1. Задание начальной строки с номером  

s = 0 в матрице С, соответствующей путям длины 0. 
В ней при с0 start = 0 для всех остальных столбцов  
(i  start) с0i = +∞. Строки с номером 0 в матрице Р 
нет. 

Шаг 2. Расчет строк s = 1, …, n – 1 в матрицах 
C и Р. Для каждой очередной строки s в С для эле-
мента с[s, i] вначале полагаем, что длина кратчай-
шего пути длины s такая же, как и найденного ра-
нее пути длины (s – 1), предыдущая вершина – сама 
вершина i: с[s, i]: = с[s – 1, i]; р[s, i]: = i. Затем путем 
перебора значений во всех столбцах (t = 1, …,  
n–1, t   i) предыдущей строки (s – 1) и весов ребер 
dti производится поиск самого короткого пути 
длины s из start в i. При их наличии вносятся сле-
дующие изменения в матрицы С и Р: если (с(s -1) t +  
+ dti < с si), то  с si := с(s-1) t + dti; p si: = t}. 

Шаг 3. Определение минимальной стоимости 
пути Min_cost и числа ребер r в нем по следующему 
правилу. В строках s столбца finish матрицы С вы-
бираем наименьшее значение. Если таких строк не-
сколько, берем наименьшее значение s. При этом 
Min_cost: = с s finish; r: = s. 

Шаг 4. Определение минимального пути. 
Начало и конец: Path[1]: = start; Path[r + 1]: = finish. 
Промежуточные вершины определяются в цикле 
по номерам строк s = r, …, 2: Path[s]: = 
= р(s +1)(Path[s +1]). 

 
Применение алгоритма Беллмана–Форда  

при наличии ребер с отрицательным весом 

 
Для гарантированного построения в графе всех 

содержательных ациклических минимальных пу-
тей обычно в литературе рекомендуется внешний 
цикл на шаге 2 по расчету строк в матрице C и фор-
мированию матрицы Р выполнить (n–1) раз, по-
скольку самый длинный путь без циклов не может 
содержать более (n–1) ребер. Однако данные спо-
собы предотвращения отрицательных циклов пу-
тем наложения общих ограничений (уменьшение 
длины минимального пути до какой-либо вершины 
на итерации с номером n, контроль длины таких пу-
тей) малоэффективны. Рассмотрим возможные мо-
дификации алгоритма, гарантированно обеспечи-
вающие определение ациклического пути. 

Первая модификация алгоритма Беллмана–

Форда (шаги 3 и 4) – отбрасывание маршрутов с 

циклами. После выполнения (n – 1) раз внешнего 
цикла на шаге 2 в столбце, соответствующем ко-
нечной вершине finish, необходим дополнитель- 
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Рис. 1. Взвешенный граф и его матрица весов 
 

Fig. 1. A weighted graph and its weight matrix 

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B0%D1%82%D1%80%D0%B8%D1%86%D0%B0_(%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B8%D0%BA%D0%B0)


Программные продукты и системы / Software & Systems                2 (31) 2018 

 262 

ный анализ. Поскольку с увеличением длины путей 
s стоимости их Min_costf не возрастают, надо по-
следовательно рассмотреть все множество полу-
ченных путей {Pathf

(n-1), Pathf 
(n-2), …} в порядке 

убывания их длин и удалять те их них, которые со-
держат циклы (их можно обнаружить по повторя-
ющимся вершинам). Первый из оставшихся путей 
и будет задавать найденный путь минимальной 
стоимости.  

При такой модификации изменяется выполне-
ние только шагов 3 и 4 базового алгоритма.  

Вторая модификация алгоритма Беллмана–

Форда (шаг 2) – предотвращение появления цик-

лов. Первая модификация предусматривает на ша-
гах 3 и 4 специальную процедуру анализа уже по-
строенных по обычному алгоритму минимальных 
путей. В общем случае при ее использовании реше-
ние может быть приближенным по следующей 
причине – маршруты с отрицательными циклами 
могут блокировать построение несколько более 
длинных ациклических путей на шаге 2. Суще-
ственным недостатком данной модификации явля-
ется генерация излишнего числа строк в матрицах 
С и Р. 

В среднем лучшие результаты дает предотвра-
щение появления отрицательных циклов уже на 
шаге 2 – при построении матриц С и Р. Рассмотрим 
данную модификацию более подробно.  

Поскольку теоретически циклы могут по-
явиться уже при длине маршрутов s = 2 у началь-
ной вершины start, в строке 2 необходима проверка 
на цикл только в столбце t = start, а начиная со 
строки s = 3 в общем случае проверять необходимо 
все столбцы. Для этого выполнение шага 2 нужно 
модифицировать следующим образом. 

Как и в основном алгоритме, вначале для каж-
дого столбца j производится инициализация эле-
ментов матриц: с[s, i]: = с[s – 1, i]; р[s, i]: = i. Затем 
осуществляется перебор значений во всех столбцах  
t = 1, …, n – 1 предыдущей строки с номером (s – 1) 
и соответствующих весов ребер dst, при котором 
определяются все варианты построения более ко-
ротких путей длины s из вершины start в i, упоря-
дочиваемых по возрастанию получаемых значений 
стоимостей маршрутов. 

Если таких вариантов нет, то обработка вер-
шины с номером i прекращается и осуществляется 
переход к обработке (i + 1). Когда они есть, то начи-
ная с самого малого значения их стоимости произ-
водится дополнительная проверка для суммы  
с(s-1)t + dit; проверяется включение вершины i в оп-
тимальный путь длины (s – 1) для столбца t, соот-
ветствующий стоимости с(s-1)t. Если такого включе-
ния нет, то данный вариант является оптимальным 
и производятся обычные изменения в матрицах С и 
Р: с si:= с(s-1) t + dti; p si:= t. Возможно, что будут от-
брошены все варианты улучшения стоимости сsi. 
Обычно процесс построения матриц С и Р заверша-
ется не после расчета в них строк с предельным но- 

мером s = (n – 1), а при их стабилизации, когда те-
кущая строка повторяет предыдущую. 

Преимуществом данной модификации перед 
первой является сокращенный размер матриц С и 
Р, а также то, что в среднем ее результаты лучше. 
Однако в общем случае данная модификация не га-
рантирует получение абсолютно оптимального ре-
шения.  

Рассмотрим применение второй модификации 
алгоритма к взвешенному графу, для которого об-
щий вид и матрица весов представлены на рисун- 
ке 1. Начальная и конечная вершины: start = 3,  
finish = 5. 

Результирующие матрицы С и Р, полученные 
после стабилизации их строк 3 и 4, имеют следую-
щий вид: 

0
2 5 0 3 3 2 -2

= ;1 0 0 3 2 1 -2
1 0 0 2 2 1 -2
1 0 0 2 2 1 -2

3 3 3 3 3 3
6 5 3 2 1 3= .6 5 2 2 1 3
6 5 2 2 1 3

С

P

     









 

Из матриц С и Р следует, что найденный мини-
мальный путь (3–2–5) имеет стоимость 2. Однако 
он является приближенным, поскольку абсолютно 
оптимальным является путь (3–7–6–1–2–5), имею-
щий стоимость 0. 

Таким образом, при наличии в графе ребер от-
рицательного веса модификации алгоритма Бел- 
лмана–Форда позволяют в общем случае только 
приближенно найти минимальный ациклический 
путь. 

 
Точное решение задачи с использованием  

метода ветвей и границ 
 

Основная причина потери точных решений при 
использовании алгоритма Беллмана–Форда в том, 
что предложенный в нем (как и в методе Дейкстры) 
вариант применения принципа динамического про-
граммирования основан на использовании моно-
тонного возрастания стоимости пути при его про-
длении, при котором в него добавляется очередное 
ребро. При наличии ребер отрицательного веса 
данный принцип нарушается, поскольку добавле-
ние ребра с отрицательным весом не увеличивает, 
а уменьшает суммарный вес пути. Поэтому при 
точном решении задачи на графах с ребрами отри-
цательного веса соответствующие модификации 
данного метода могут быть использованы только 
для нахождения достаточно близких начальных 
приближений. 

Для точного решения задачи на графах с реб-
рами отрицательного веса предложено использо-
вать общий метод ветвей и границ, который эффек- 
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тивно применяется в теории графов, например, для 
решения задачи коммивояжера [11].  

Алгоритм поиска минимального ациклического 
пути в графах, имеющих ребра отрицательного 
веса, назван алгоритмом исчерпывания вершин, 
поскольку в нем принцип динамического програм-
мирования основан на последовательном решении 
самоподобных задач построения удлиненного пути 
с контролем его ацикличности и получаемой воз-
можной минимальной стоимости с учетом ее воз-
можного уменьшения при удлинении пути. По-
скольку требование ацикличности рассматривае-
мых путей сочетается с перебором всех вариантов 
решения, способных дать оптимальный путь, такой 
метод позволяет гарантированно найти искомое 
глобально минимальное ациклическое решение, то 
есть искомое точное решение задачи. Только учет 
возможного уменьшения стоимости пути при его 
продолжении позволяет корректно применить 
принцип динамического программирования для 
построения точного решения. В случае отсутствия 
начального приближения вначале минимальную 
стоимость пути надо принимать бесконечной, но 
при этом во вспомогательной структуре будет ге-
нерироваться максимальное число узлов. Для со-
кращения количества анализируемых вариантов в 
алгоритме можно применять достаточно близкое  
к точному приближенное решение задачи, которое, 
в частности, можно определить с использованием 
второй модификации алгоритма Беллмана–Форда.  

Поскольку в предлагаемом методе так же, как и 
по алгоритму Беллмана–Форда, минимальный путь 
определяется вначале в обратном порядке, в про-
цессе вычислений данный порядок сохраняется, а 
реверсирование выполняется однократно – при за-
вершении расчетов. 

 
Алгоритм исчерпывания вершин поиска  

минимального ациклического пути  

во взвешенном графе, содержащем ребра  

отрицательного веса 
 
Исходные и выходные данные алгоритма – те 

же. Нумерация элементов массивов – с 0. 
Вспомогательные структуры: 
1) текущая минимальная стоимость minCost 

ациклического пути из начальной вершины start в 
конечную вершину finish; 

2) список вершин в обратной записи данного 
пути way []; 

3) дерево ациклического перебора, реализован-
ное в виде иерархически послойно связанных 
между собой однонаправленных списков, в кото-
рых узлы имеют структуру Node, включающую 
следующие элементы: 

parent – указатель на предыдущий родитель-
ский узел; 

vert – номер текущей проходимой вершины 
графа; 

next – указатель на следующий узел в своем 
слое, в последнем узле слоя next = NULL; 

cost – стоимость пути из начальной вершины 

start в текущую вершину vert; 
mv [] – список вершин, которые потенциально 

могут быть добавлены к уже построенному участку 
пути при его продолжении; 

me [3][] – список ребер отрицательного веса, ко-
торые потенциально могут быть включены в про-
должение уже построенного участка пути и умень-
шить его стоимость. 

Также в общую структуру дерева входят следу-
ющие указатели: 

pPrev – на начало (его начальный узел) преды-
дущего слоя; 

pCur, pCurCur – на начало (начальный узел) и 
текущий узел текущего слоя; 

pNew, pNewCur – на начало (начальный узел) и 
текущий узел нового (формируемого) слоя; 

pВuf – на буферный узел. 
Чтобы унифицировать обработку всех слоев, в 

том числе пустого, предложено каждый слой закан-
чивать пустым узлом, который не обозначает ника-
кую вершину графа. В нем значение vert = –1.  

В общем случае граф может быть несвязным и 
в нем не существует путей из начальной вершины 
start в конечную вершину finish. В этом случае ал-
горитм должен выдать значение minCost, равное 
бесконечности. При использовании в качестве 
начального приближения результатов применения 
второй модификации метода Беллмана–Форда дан-
ное значение будет получено уже из него. 

Построение вспомогательной структуры дан-
ных осуществляется послойно. Номер текущего 
слоя означает число вершин в путях, задаваемых 
его узлами. Процесс продолжается до тех пор, пока 
не будет получен пустой слой New, то есть на теку-
щем шаге не будет найдено ни одного перспектив-
ного продолжения пути. Одной из причин пустоты 
слоя New может быть и достижение предельного 
числа вершин n в уже построенных путях. 

Для упрощения построения, обхода и финаль-
ного удаления требуемых узлов дерева предложено 
организовать его структуру в виде иерархически 
послойно связанных между собой однонаправлен-
ных списков, каждый их которых всегда заканчи-
вается пустым узлом. При порождении очередного 
узла из вышележащего родительского списки вер-
шин и ребер отрицательного веса переносятся в до-
черний узел с удалением из них вершины дочер-
него узла и всех ребер отрицательного веса, инци-
дентных ей.  

Каждый раз при прохождении конечной вер-
шины стоимость вновь построенного пути срав- 
нивается с текущим значением minCost. Если  
построен более короткий путь, то его данные зано-
сятся в minCost и way[]. Иначе данный путь пропус-
кается без выполнения каких-либо действий. 

Алгоритм включает следующие шаги. 
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Шаг 1. Предварительные действия. 

1.1. Определение minCost и обратного пути 
way[] при помощи второй модификация Беллмана–
Форда. Если minCost = , то выход из алгоритма с 
данным значением. Иначе – продолжение расчетов. 

1.2. Инициализация начального списка вершин 

V[n – 1], в который включаются все вершины, 
кроме start. 

1.3. Инициализация начального списка ребер 
отрицательного веса E[3][][] = {(dij, i, j)}. 

1.4. Удаление из списка ребер E[3][][] всех ре-
бер, инцидентных начальной вершине start. 

1.5. Сортировка списка ребер E[3][][] по возрас-
танию весов dij. 

1.6. Инициализация указателей на текущий, 
предыдущий слои, а также буферный узел: 

Node pCur = null, pPrev = null, pВuf = null. 
1.7. Инициализация первого узла слоя New для 

вершины start со значениями parent = pCur и  
next = pCur, его доопределение: 

Node pNew = new Node(pCur, pCur);  
pNew.vert = start; pNew.cost = 0;  
V[n – 1]  pNew.mv; E[3][][]  pNew.me. 
1.8. Инициализация завершающего (пустого) 

узла NewCur слоя New со значениями parent = pCur, 
next = pCur и переопределение next для первого 
узла слоя New: 

Node pNewCur = new Node(pCur, pCur); 
pNew.next = pNewCur. 
1.9. Инициализация номера слоя: numLevel = 0. 
Шаг 2. Последовательная обработка слоев.  

Непустота очередного слоя New выясняется 
проверкой условия пустоты его первого узла: 
pNew.vert != –1. 

При его выполнении производятся следующие 
действия. 

2.1. Предварительные действия в обрабатывае-
мом слое: 

numLevel++; //Наращивание номера слоя 
pPrev = pCur; pCur = pNew; // Переопределение 

указателей pPrev и pCur 
pNew = new Node(pCur, pCur); //Инициализация 

первого узла слоя New 
pCurCur = pCur; pNewCur = pNew; //Задание 

указателей на текущие узлы слоев Cur и New. 
2.2. Последовательная обработка узлов в обра-

батываемом слое pCur. 
Вначале производится проверка непустоты те-

кущего узла pCurCur по условию pCurCur.vert ! =  
= –1. 

При его выполнении производятся следующие 
действия. 

2.2.1. Определение длины списка ребер отрица-
тельного веса neg. 

2.2.2. Расчет максимально возможного числа 
корректирующих ребер ncor: 

ncor = neg; if (ncor > n – numLevel) ncor =  
= n – numLevel. 

2.2.3. Расчет максимально возможного умень- 
шения стоимости пути Costcor: 

Costcor = 0; for (i = 0; i < ncor – 1; i++) Costcor = 
= pCurCur.me[i].d. 

2.2.4. Перебор вершин с номерами i из списка 
pCurCur.mv, анализ возможных продолжений пути 
из вершины v. 
vp = pCurCur.mv[i]; cost_pr = pCurCur.cost + D[v][vp]; 
//Определение стоимости продолженного пути if  
(vp == finish) //Проверка, совпадает ли вершина vp с finish 
   {if (cost_pr< minCost)// 2.2.4.1. Найден более короткий  
   путь 
     {minCost = cost_pr;//Обновление minCost t 
        way[] = null; finish  way[]; pВuf = pCurCur;  
        //Обновление обратного пути way[] 
         while(pВuf.vert ! = start){pВuf.vert  way[];  
         pВuf = pВuf.parent;} 
     start  way[]; 
     } 
   else // 2.2.4.2.Вершина vp не совпадает с finish,  
   проверка перспективности продолжения по vp 
     if ((D[v][vp]! =.0) && (cost_pr + Costcor < minCost)) 
        {//Построение очередного узла путем заполнения  
        последнего пустого в новом слое 
        pNewCur.vertex = vp; pNewCur.cost = cost_pr; 
        pCurCur. mv []  pNewCur.mv [] ; 
        Удаление вершины vp из списка pNewCur.mv []; 
        pCurCur.me[]  pNewCur.me[] ; 
        Удаление из списка ребер pNewCur.me [] всех ребер,  
         которые инцидентны вершине vp 
        //Инициализации очередного пустого узла в слое  
        New и смена ссылки next в прежнем 
        pBuf = new Node(pCurCur, pCur);  
        pNewCur.next = pBuf; pNewCur = pBuf; 
     } 
   }//Завершение обработки очередного узла pCurCur  
   слоя Cur 
   pCurCur = pCurCur.next// Переход к обработке  
   следующего узла текущего слоя  
   }//Завершение обработки очередного слоя 

Шаг 3. Реверсирование порядка вершин в 

найденном минимальном пути way[].  

lw = length(way[]; 
В цикле по i от 0 до lw/2 – 1 выполняются  
пересылки через буфер buf: 
{buf = way[i]; way[i] = way[lw – 1 – i];  
way[lw – 1 – i] = buf;}; 
Шаг 4. Освобождение памяти – удаление уз-

лов во всех слоях, начиная с узла pNew. 

Завершение работы алгоритма. 
При применении алгоритма к графу из примера 

при start = 3, finish = 5 (при нумерации элементов 
массивов с нуля: start = 2, finish = 4) в итоге полу-
чаем дерево, представленное на рисунке 2. Адреса 
узлов обозначены условно их номерами в порядке 
порождения с добавлением А. В нем в жирной 
рамке показан абсолютно оптимальный путь (2–6–
5–0–1–4) стоимости 0, который порождается после 
обработки узла А24. При переходе к нумерации 
вершин от 1 до 7 получим минимальный путь из 
вершины 3 в вершину 5 вида way[]=(3–7–6–1–2–5). 
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Поскольку в алгоритме из всего множества воз-
можных путей отбрасываются только те частичные 
пути, на которых не может быть улучшена текущая 
оценка стоимости пути, справедлива следующая 
теорема. 

Теорема. Предложенный алгоритм исчерпыва- 
ния вершин позволяет всегда найти во взвешенном 
графе, в котором есть ребра отрицательного веса, 
точное решение (глобальный минимум) при поиске 
минимального ациклического пути.  
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Рис. 2. Полная картина узлов иерархически связанных списков, использованных при определении  

глобально оптимального пути из вершины 3 в вершину 5 во взвешенном графе из примера 1 
 

Fig. 2. A complete picture of the nodes of hierarchically linked lists used to determine a globally optimal path  

from vertex 3 to vertex 5 in the weighted graph from the Example 1 
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В этом состоит принципиальное отличие пред-
ложенного алгоритма от применяемых для этой 
цели других алгоритмов решения рассмотренной 
задачи, дающих гарантированно только прибли-
женные решения. 

 
Заключение 

 
Применяемое в алгоритме условие отсечения 

неперспективных частичных путей имеет сравни-
тельно простой вид и не требует выполнения слож-
ных расчетов. В то же время его применение поз-
воляет отбрасывать большое количество непер-
спективных продолжений рассматриваемых путей. 

Алгоритм сформулирован для случая практиче-
ской реализации его вспомогательной структуры в 
виде иерархически связанных однонаправленных 
списков. Это значительно упрощает его програм- 
мную реализацию по сравнению с традиционными 
методами обхода деревьев. Применение его помо-
жет устранить существенный пробел в современ-
ных графовых программных системах.  

Алгоритм реализован практически на языке 
программирования С#. 

За счет некоторого усложнения алгоритма 
можно сократить объем необходимой вспомога-
тельной памяти. Для этого надо массивы вершин и 
ребер в узлах списков не постоянно включать в 
них, а удалять после того, как слой становится 
предыдущим и потребность в этих массивах для 
построения следующих слоев отпадает. 
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Abstract. The paper considers the problem of determining minimal acyclic routes in weighted graphs containing negative 
weight edges. It also investigates the possibilities of the Bellman-Ford algorithm. It is shown that in general all its possible 
modifications, even the deepest ones, can determine only approximate solutions. On the average, the best approximate solutions 
to the problem are given by a modified version of the Bellman-Ford algorithm, in which cycles are discarded when searching 
for optimal continuations of the desired path. 

To ensure the search for exact solutions, the authors propose a modification of the branch and boundary method based on 
using special acyclic search trees. In the nodes of this tree, along with the number of the next vertex, the current cost of the 
path and the necessary pointers, there are the numbers of all the untraversed vertices, as well as a special list of negative weight 

http://f3.tiera.ru/ShiZ/Homelab/spec116/Alekseev%20V.E.,%20Talanov%20V.A.%20Grafy.%20Modeli%20vychislenij.%20Struktury%20dannyh.%20(2005).pdf
http://f3.tiera.ru/ShiZ/Homelab/spec116/Alekseev%20V.E.,%20Talanov%20V.A.%20Grafy.%20Modeli%20vychislenij.%20Struktury%20dannyh.%20(2005).pdf
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edges. A list of vertices is used for acyclic continue of a path. A list of negative weight edges is necessary to estimate the 
maximum possible decrese of its acyclic continue. 

The paper suggests to use special bidirectional lists for more convenient practical implementation of acyclic search trees 
for one level vertices. In such lists, direct links specify the movement to neighboring level nodes. Back references point to the 
previous vertex in the path from the initial vertex to the given node. 

The algorithm is described on a C-like pseudocode. 
There is also an example that demonstrates the approximate character of Bellman-Ford algorithm modifications on the one 

hand and the work of the proposed method on the other hand. 
 
Keywords: weighted graphs with negative weight edges, minimal route, Bellman-Ford algorithm, branch and bound 

method, search tree, bidirectional lists. 
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