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Аннотация. В статье предложен метод построения оптимального управления одним классом нелинейных систем 

по квадратичному критерию с классическим ограничением типа неравенства на управляющее воздействие. Дан-

ный метод является дальнейшим развитием метода последовательных приближений. Модификация указанного 

метода позволила установить существование оптимального управления рассматриваемой задачи и синтезировать 

собственно оптимальное управление. Ключевым для построения оптимального управления является вопрос о схо-

димости метода последовательных приближений. В статье приведены условия сходимости этого метода, которые 

являются предельно простыми и естественными. Кроме того, предложенная схема приводит к вычислительной 

процедуре, предполагающей построение последовательности решений двухточечных краевых задач. Это, как из-

вестно, создает некоторые вычислительные трудности. Избежать их позволяет приведенная в работе модифици-

рованная схема, которая дает управление, близкое к оптимальному. Показано, что разработанная схема сводит 

исходную задачу к последовательности не зависящих друг от друга задач Коши, решение которых легко получить 

простейшими методами численного анализа. Описаны условия сходимости модифицированной схемы. Для иллю-

страции предложенного метода приводятся результаты вычислительного эксперимента по построению оптималь-

ного управления для управляемой системы, характеризуемой уравнением Ван дер Поля. Оказалось, что в данном 

случае именно модифицированная схема дает оптимальное управление. 

Ключевые слова: управление нелинейными системами по квадратичному критерию, ограничения на управляю-

щие воздействия, метод последовательных приближений 

 
Задачи оптимального управления по квад-

ратичному критерию имеют большое значение 

для таких разделов науки, как математическая 

экономика и теория автоматического регули-

рования. 

Простейшая постановка данной задачи бу-

дет следующей. 

Рассмотрим нелинейную динамическую си-

стему, которая характеризуется дифференци-

альным уравнением вида  

( )x Ax bu f x= + + ,        (1) 

где x = (x1, …, xn) – n-мерный вектор перемен-

ной состояния; u(t) – скалярная функция управ-

ления; A, b – действительные матрицы (n  n) и 

(n  1); f = (f 
1, …, f 

n) – векторная функция, опре-

деленная и непрерывная вместе со своими 

частными производными , , 1, , ,
i

j

f
i j n

x


= 


 в ев-

клидовом векторном пространстве .n
 

Предположим, что начальное состояние  

x(0) = c            (2) 

задано, а задачей системного управления (1) 

является минимизация функционала 

( ) ( ) ( ) ( )
2

0

1
, ,

2

T

J u x t Qx t ru t dt = +
     (3) 

где T – фиксированное конечное время; Q – не-

отрицательно полуопределенная матрица  

(n  n); r – положительное число.  

Дополнительно предположим, что на функ-

цию управления u(t) наложено ограничение 

u(t)  1           (4) 

для всех t  [0, T]. 

Если ограничение (4) отсутствует и система 

(1) линейна, то задача (1)–(3) полностью изу-

чена [1]. В общем случае для решения задачи 

(1)–(3) изначально использовались различные 

методы [2, 3]. Метод последовательных при-

ближений, являясь одним из наиболее важных, 

подробно представлен в работе [2]. Исходная 

задача несложным и очевидным образом сво-

дится к последовательности линейно-квадра-

тичных задач. К сожалению, применимость 

рассматриваемого метода затруднена в связи  

с его чрезвычайной громоздкостью. 

В исследованиях [3, 4] оптимальное управ-

ление строилось с использованием классиче-

ских вариационных методов. При этом специ- 
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фические особенности задачи (1)–(3) фактически 

не учитывались. Это привело к тому, что для 

отыскания оптимального управления на прак-

тике приходилось пользоваться стандартными 

методами численного анализа, которые в данном 

случае оказались недостаточно эффективными.  

В работах [5, 6] в качестве развития метода 

Беллмана предложен оригинальный метод по-

следовательных приближений.  

Оказалось, что данный метод дает доста-

точно простую вычислительную процедуру по-

строения оптимального управления в задаче 

(1)–(3). Это было оценено научным сообще-

ством, и в работах [7–9] метод из [5, 6] был раз-

вит на более широкий класс задач. 

Заметим, что в работе [10] поставлена окон-

чательная точка в развитии упомянутого выше 

метода последовательных приближений, что 

было показано в [11, 12]. Таким образом, зако-

номерно, что после выхода статьи [10] иссле-

дования по этой проблеме более не проводи-

лись. Целью настоящего исследования явля-

ется дальнейшее развитие метода для изучения 

задачи (1)–(4). 

 
Метод последовательных приближений 

 
Для получения приближенного решения  

задачи (1)–(4) обратимся к вспомогательной за-

даче и изучим метод получения ее решения. 

Рассмотрим задачу минимизации функцио-

нала  

( ) ( ) ( ) ( )2

1

0

1
,

2

T

NJ u x t Qx t ru t dt+
 = +    (5) 

при ограничениях 

( ) ( )1 1 1 1, 0N N N N Nx Ax bu f x x c+ + + += + + =  (6) 

и uN+1(t)  1.          (7) 

Если xN и uN являются фиксированными 

функциями, решение (5)–(7) можно выразить 

отношением  

( ) ( )

( )

( )

( )

1

1

1 1

1 1 1

1

1

1,1,

' , ' 1,

1, ' 1,

N

N N N

N

r b p t

u t r b p t r b p t

r b p t

−

+

− −

+ + +

−

+

−  −−


= − 


−



−



  (8) 

где pN+1(t) – решение линейного уравнения  

( ) ( ) ( )1 1 1N N Np t A p t Qx t+ + +−= −     (9) 

с граничным условием 

pN+1(T) = 0            (10) 

(см., например, [1]). 

Отметим также, что для простоты начальное 

приближение будет определяться выражениями 

x0(t)  c,             (11) 

p0(t)  0.             (12) 

Как показали вычислительные экспери-

менты, во многих случаях последовательность 

( ),N N N
x p


 определена для всех N   и удо-

влетворяет следующим условиям [11]: 

а) последовательность (xN, pN) равномерно 

ограничена; 

б) множество точек  [0, T], в которых 

последовательность (xN, pN) сходится, непусто, 

то есть   [0, T]  . 

В дальнейшем будем считать, что условия 

а) и б) выполнены. Тогда описанный выше ме-

тод последовательных приближений (8)–(12) 

позволяет установить существование решения 

задачи (1)–(4).  

Теорема 1. Допустим, что для заданной 

точки nc  множество  плотно на отрезке 

[0, T]. Тогда оптимальное управление u*(t) за-

дачи (1)–(4) действительно существует. Кроме 

того, для всех t  [0, T] имеем 

( ) ( )

( )

( )

( )

1

1

* 1 * 1

1

1

1

1,1,

' , ' 1,

1, ' 1,

N

N

N

r b p t

u t r b p t r b p t

r b p t

−

+

− −

+

−

+

−  −−


= − − 






−

    (13) 

где x*(t) – решение дифференциального уравне-

ния 

x* = Ax* + bu* + f(x*, u*), x*(0) = c,     (14) 

а p*(t) – решение дифференциального уравне-

ния 

( ) ( ) ( ) ( )* * * *, 0.p t A p t Qp t p T= − − =     (15) 

Кроме того, метод (8)–(12) равномерно схо-

дится на отрезке [0, T] и справедливы равенства 

 
( ) ( )*

0,
lim max 0,N

N t T
x t x t

→+ 
− =        (16) 

 
( ) ( )*

0,
lim max 0,N

N t T
p t p t

→+ 
− =        (17) 

 
( ) ( )*

0,
lim max 0.N

N t T
u t u t

→+ 
− =        (18) 

Замечание 1. Доказательство теоремы 1 по-

чти дословно повторяет доказательство тео-

ремы 1 в работе [10]. Поэтому здесь его целе-

сообразно опустить. 

Если последовательность ( ),N N N
x p


 рав-

номерно ограничена, а задача (1)–(4) имеет 

единственное решение, то последовательность 

( ),N N N
x p


 сходится, то есть выполняются ра-

венства (16)–(18). 

Ключевым требованием для теоремы 1 яв-

ляется выполнение условий а) и б). Очевидно, 

что на практике эти условия проверить доста-

точно сложно. Однако в некоторых случаях от 

них можно отказаться [10]. 
Еще одним отличительным недостатком 

данной схемы является то, что при выполнении 
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она ведет к решению последовательности 
двухточечных краевых задач. Это может сде-

лать вычислительный процесс значительно 

сложнее [10]. 

Чтобы избежать перечисленных сложно-

стей, изучим следующую новую схему после-
довательных приближений. 

Пусть 

( ) ( )1 1 1, 0N N N N Nx Ax bu f x x c+ + += + + =     (19) 

и ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1, 0,N N N Np t A p t Qx t p T+ + += − − =  (20) 

где ( ) ( )

( )

( )

( )

1

1 1

1

1

1,1,

' , ' 1,

1, ' 1,

N

N N N

N

r b p t

u t r b p t r b p t

r b p t

−

− −

+

−

−  −−


= − − 

−








  (21) 

x0(t)  c, p0(t)  0.  

Тогда справедлива следующая теорема. 
Теорема 2. Пусть c – произвольная точка 

пространства .n  Тогда имеется такое положи-

тельное число I , что для всех T  (0, I ) суще-
ствует управление u*(t) в задаче (1)–(4), удовле-
творяющее равенству (13), где x*(t) является  
решением уравнения (14), а p*(t) – решением 
уравнения (15). Кроме того, метод (8)–(12) рав-
номерно сходится на отрезке [0, T], а равенства 
(16)–(18) выполняются. 

Замечание 2. Доказательство теоремы 2 

также весьма близко к доказательству теоремы 

2 из работы [10]. Поэтому здесь его тоже опус-

каем. 
Нетрудно заметить, что метод последова-

тельных приближений (8)–(12) можно исполь-

зовать для поиска решения задачи (1)–(4). 

Схема (8)–(12) имеет особенность: она тре-
бует разработки решений нелинейных двухто-

чечных граничных задач. Как известно, это ча-

сто приводит к трудностям при вычислениях. 

Схема (19)–(21) не имеет данного недостатка, 

так как требует решения двух независимых за-
дач Коши. По этой причине схема (19)–(21) вы-

глядит более перспективной для практического 

использования, так как позволяет применять 

простейшие методы вычислительной матема-
тики. Однако в общем случае управление, по-

лученное по схеме (19)–(21), является опти-

мальным, где под оптимальностью понимается 

удовлетворение условиям теоремы 1 (как пра- 

вило, удовлетворение условиям теоремы 2 не 
значит автоматического удовлетворения усло-

виям теоремы 1). 
 

Иллюстративный пример 
 

Покажем схему последовательных прибли-

жений (19)–(21) в действии на следующем при-

мере. 

Рассмотрим уравнение Ван дер Поля: 

( )( ) ( )
2

1 11 1 1 ,d x x x u tx + − + =  

где d – параметр; u – скалярное управление.  

Затем обратимся к системе дифференциаль-

ных уравнений 

( )( ) ( )

1 2

2
2 1 2 1

,

1 .

x x

x d x x x u t

 =



= − − +

      (22) 

Система (22) может быть сведена к форме 

(1) с 

( )
( )

( )

( )
( )

1

2

2
1 2

0 1 0
, , ,

1 1

0
.

x t
A d x t

d x t

f x
d x x

    
= = =     

−     

 
 =
−  

 

Для критерия (3) 
1

2

0

0

q
Q

q

 
=  
 

 даны значе-

ния T (длина временного отрезка), q1, q2 и r. 

Пусть в (2) 
1

2
.

c
c

c

 
=  
 

 

Покажем результаты решения задачи опти-

мального управления.  

Пусть T = 7, q1 = q2 = 3, r = 0,05, d = 0,1,  

c1 = c2 = 1,5. 

Шаг интегрирования для метода Рунге–

Кутта 4-го порядка равен 3.5∙10-4. Точность ме- 

 
 

Рис. 1. Функция управления u(t) 
 

Fig. 1. Control function u(t) 
 

 
 

Рис. 2. Функции состояния x1(t) и x2(t) 
 

Fig. 2. State function x1(t) and x2(t) 
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тода последовательных приближений выбрана 

равной 0.001. Результаты такого вычислитель-

ного эксперимента представлены на рисунках 

1 и 2, где z1(t)  0,  z2(t)  0, что является точкой 

равновесия системы  

( )( )

1 2

2
2 1 2 1

,

1 .

z z

z d z z z

 =



= − −

 

Простейший анализ (рис. 1, 2) показывает, 

что управление, соответствующее схеме после-

довательных приближений (19)–(21), обеспе-

чивает стабилизацию первоначальной системы 

(22) на отрезке [0, T]. 

Замечание 3. Создание оптимального 

управления для системы (22) также задейство-

вало схему (8)–(12). Результаты работ, выпол- 

ненных по этой схеме, полностью совпадают с 

показанными выше. Также заметим, что время 

вычисления для схемы (8)–(12) с использова- 

нием метода прогонки оказалось почти в два 

раза больше.  

Заключение 
 

Основным результатом исследования явля-

ется разработка новой схемы последователь-

ных приближений (19)–(21) для задачи (1)–(4).  

В отличие от схем, применяемых в [11], 

схема (19)–(21) создает необходимость поиска 

решений последовательности задач Коши вме-

сто двухточечных граничных задач. Другими 

словами, применение данной схемы позволяет 

значительно упростить вычислительный про-

цесс. Это подтверждается представленным вы-

числительным экспериментом.  

Говоря о недостатках схемы (19)–(21), сле-

дует отметить, что в общем случае она не мо-

жет гарантировать нахождение оптимального 

управления.  

Несмотря на указанный недостаток, эта 

схема может иметь дальнейшее развитие. Так, 

например, становится возможным изучение 

анализа задачи (1)–(4) с векторной функцией 

управления и с более сложной системой огра-

ничений. 
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Abstract. The paper suggests a method of developing an optimal control of a single class of nonlinear systems via a quad-

ratic criterion with a bounded type of inequality for the controls. This method is a further derivation from the method of 

successive approximations suggested in the earlier works of the group of authors, to which the authors of the current paper 

belong. By modifying the given method, the researchers have managed to state the existence of an optimal control of the 

problem in question and to synthesize the actual optimal control. The crucial issue of optimal control development is the 

problem of convergence of the method of successive approximations. Besides, the suggested scheme leads to a computa-

tional procedure that implies constructing a solution for a two-point boundary value problem. As known, it causes certain 

computational difficulties. In order to avoid those difficulties, the paper includes a modified scheme that converges and 

provides control which is close to an optimal one. It is demonstrated that the developed scheme reduces the initial problem 

to a sequence of Cauchy problems that can be easily solved using the simplest methods of numerical analysis. To illustrate 

the suggested method, the paper shows the results of a computational experiment on developing optimal control for a 

controlled system described with Van der Pol equation. In this case, it turned out that it is the modified scheme that gives 

the optimal control. 

Keywords: control of non-linear systems via quadratic criterion, bounded controls, method of successive approximations 
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