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Аннотация. В работе представлены исследования эффективности табличного метода расчета одного из критериев 

при решении задачи поиска оптимального варианта размещения набора всенаправленных антенн. Задача опреде-

ления пространственного положения активных элементов беспроводных сетей относится к задачам многокрите-

риальной дискретной оптимизации. Одним из основных критериев оптимальности решения выступает площадь 

зоны покрытия. Этот параметр определяет не только доступность сетевых услуг для абонентов, но и затраты опе-

ратора на создание и поддержку сетевой инфраструктуры. Для решения задачи размещения антенн в работе ис-

пользуется алгоритм полного перебора вариантов, обеспечивающий нахождение точного решения задач дискрет-

ной оптимизации. Вычислительная сложность этого алгоритма зависит как от размеров пространства поиска ре-

шения, так и от сложности расчета критериальных функций. Результаты проведенных экспериментов показывают, 

что табличный метод позволяет в семнадцать раз ускорить вычисление значения критерия, обеспечивающего от-

сутствие перекрытия зон приема. Метод эффективен и в параллельной реализации алгоритма. При запуске прило-

жения на двенадцати потоках было получено более чем шестикратное снижение времени вычислений. Замена 

непосредственных вычислений значения критерия на предварительно рассчитанные табличные значения может 

быть эффективно использована и в других задачах дискретной оптимизации. 
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Введение. Методы оптимизации лежат в ос-

нове подавляющего большинства алгоритмов 

управления, широко используются при проек-

тировании архитектур различных технических 

и социальных систем [1]. Если пространство 

поиска решений непрерывно, для нахождения 

оптимальной стратегии используют методы 

дифференциальных и интегральных исчисле-

ний, аналоговые вычисления. В случае дис-

кретной модели пространства для решения  

задач используют методы дискретной оптими-

зации. К подобным задачам сводятся многие 

практические приложения. Для них суще-

ствуют алгоритмы, позволяющие находить 

приемлемое по точности решение за ограни-

ченное время. Однако если необходимо полу-

чить точное решение, выбор алгоритмов для 

его поиска ограничен и сводится к методу пол-

ного перебора (Brute Force Algorithm, BFA)  

и его вариациям в виде метода ветвей и границ 

(Branch and Bound, BB) [2]. Эти алгоритмы 

имеют высокую вычислительную сложность, 

что ограничивает их практическое примене-

ние. В работе [3] на нескольких примерах  

показано, что учет особенностей решаемой за-

дачи позволяет существенно сократить про-

странство поиска решения и, следовательно, 

вычислительную сложность алгоритма без по-

тери точности решения. В данной работе рас-

сматривается возможность использования BFA 

для решения еще одной практической задачи – 

поиска варианта оптимального размещения ан-

тенн, которая может быть сведена к задаче дис-

кретной оптимизации. 

Цель проводимых исследований заключа-

ется в оценке эффективности методов сниже-

ния вычислительной сложности BFA. Рас-

сматриваются возможные подходы к ускоре-

нию вычисления критериальной функции 

применительно к задаче нахождения опти-

мального варианта размещения всенаправлен-

ных антенн.  
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Постановка задачи 

 

Рассмотрим формальную постановку за-

дачи размещения антенн. Отметим, что инте-

рес будут представлять вычислительные ас-

пекты ее решения, а не особенности техниче-

ской реализации каналов связи. 

Введем следующие обозначения: 

П – пространство поиска решения или об-

ласть размещения антенн; 

A = {Ai}, i = 1, N – множество подлежащих 

размещению всенаправленных антенн; 

Si = π·R2
i – площадь зоны покрытия i-й ан-

тенны, где Ri – дальность действия антенны; 

( )П iS S  – площадь пересечения зоны по-

крытия i-й антенны и области размещения ан-

тенн; 

( )
,

1

N j i
ov

i i j

i

S S S S


=

=   – площадь пересечения 

зоны покрытия i-й антенны со всеми осталь-

ными антеннами. 

Критериальные функции, определяющие 

цель оптимизации: 

( )1

1

max П
N

i

i

F S S
=

=   – максимизация пло-

щади покрытия области поиска решения задан-

ным набором антенн; 

( )( )2

1

min П
N

i i

i

F S S S
=

= −   – минимизация 

площади зон покрытия антенн, выходящих за 

границу области поиска решения; 

( )3

1

min / 2
N

ov

i

i

F S
=

=   – минимизация площади 

пересечения зон покрытия антенн; 

F3 = 0 – зоны покрытия антенн не должны 

иметь пересечения, предельный случай крите-

рия F3; 

F2 = 0 – области зон покрытия антенн не 

должны выходить за границу области поиска 

решения, предельный случай критерия F2. 

На рисунке 1 показаны несколько приме-

ров, иллюстрирующих выполнение описанных 

условий. 

С алгоритмической точки зрения представ-

ленную задачу можно рассматривать как NP-

полную, поскольку для нахождения ее точного 

решения нужно перебрать все варианты. Вы-

числительная сложность NP-полных задач за-

висит не только от размерности пространства 

поиска решения, хотя этот фактор в большин-

стве случаев считается определяющим. По-

скольку в процессе перебора всех возможных 

вариантов необходимо для каждого из них 

найти значение критериальной функции, вы-

числительная сложность этой процедуры вли-

яет на сложность решения задачи, как и размер-

ность пространства поиска. В случае большой 

размерности задачи единственной возможно-

стью найти ее точное решение является реали-

зация алгоритма на параллельной вычисли-

тельной системе. Это значит, что алгоритм по-

иска должен не только обладать хорошей 

масштабируемостью для эффективного ис-

пользования вычислительных ресурсов, но и 

учитывать ограниченную пропускную способ-

ность каналов связи для межузловой коммуни-

кации. 

 

Обзор исследований 

 

Проблема оптимизации покрытия в систе-

мах беспроводной связи является сложной 

комбинаторной задачей. Для ее решения ис-

пользуются методы математического модели-

рования и дискретной оптимизации. Рассмот-

рим некоторые наиболее часто используемые 

подходы. 

В статье [4] описан алгоритм нахождения 

оптимального размещения дискообразных объ- 
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б) 
 

 
 

в) 
 

Рис. 1. Критериальные функции: а) F3 ≠ 0;  

б) F2 ≠ 0; в) корректное решение 
 

Fig. 1. Criterion functions: a) F3 ≠ 0;  

б) F2 ≠ 0; в) correct solution 
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ектов для максимизации зоны покрытия. Пока-

зано, что использование имитационного от-

жига в контексте максимизации зоны покрытия 

может быть применимо для решения сложных 

задач пространственной оптимизации, а парал-

лельный вариант алгоритма обеспечивает и со-

кращение времени вычислений.  

В работе [5] представлен алгоритм, направ-

ленный на оптимизацию размещения беспро-

водных датчиков с различными диапазонами 

передачи для достижения максимально воз-

можного охвата в пределах региона наблюде-

ния. Авторы реализуют задачу максимизации 

зоны покрытия в WSNs с использованием гене-

тического алгоритма, который модифицирован 

для этой проблемы и снижения времени выпол-

нения. 

Еще один подход описан в работе [6]. Ав-

торы предлагают решать проблему позициони-

рования антенн в сотовых сетях с помощью эв-

ристического подхода, основанного на алго-

ритме табуированного поиска, который, кроме 

запретов, использует целевые критерии и ди-

версификацию для снижения сложности про-

блемы. Показано, что высокая вычислительная 

сложность и ресурсоемкость алгоритма опре-

деляются большим количеством рассматривае-

мых поисковых комбинаций и требованиями  

к памяти.  

Авторы работы [7] представляют многоце-

левой алгоритм размещения передатчиков,  

который рассматривает зону покрытия и мощ-

ность передачи в качестве целей и решает про-

блему неопределенности при оценке парамет-

ров антенны. Предлагаемый алгоритм позволяет 

оптимизировать размещение всенаправленных 

передатчиков при одновременном снижении 

вычислительных затрат. Алгоритм демонстри-

рует практическое применение многокритери-

альной оптимизации для максимизации зоны 

покрытия. 

Возможность использования методов мате-

матического моделирования для оптимизации 

покрытия в беспроводных сетях 5G обсужда-

ется в статье [8]. Анализ сложности задачи поз-

волил авторам отнести ее к классу NP-полных, 

что определяет и выбор алгоритмических под-

ходов к решению. 

В работе [9] обсуждается комбинированный 

эвристический алгоритм для оптимизации 

зоны покрытия WSNs. Описаны оригинальный 

алгоритм и его авторская модификация, приво-

дятся экспериментальные результаты, демон-

стрирующие эффективность предложенного 

метода для оптимизации параметров WSNs. 

Анализ и сравнение различных алгоритмов 

размещения антенн представлен в статье [10]. 

Отмечается, что размещение антенн является 

важнейшим этапом в процессе проектирования 

сотовых сетей. Эта задача включает в себя при-

нятие решений о нахождении мест установки 

антенн, а также их типах и количестве для каж-

дой вышки. Классические алгоритмы дискрет-

ной оптимизации, обладающие высокой слож-

ностью, применимы только для ограниченного 

числа антенн, поэтому авторы предлагают ис-

пользовать генетический алгоритм. Резуль-

таты вычислений с применением реальных 

наборов данных свидетельствуют об эффек- 

тивности предложенного эвристического под-

хода. 

В работе [11] обсуждается фундаменталь-

ная проблема назначения диапазона в WSNs  

и ставится цель минимизировать стоимость по-

крытия за счет оптимизации радиусов обнару-

жения и связи для сенсорных узлов. Такая оп-

тимизация необходима для сокращения затрат 

времени и энергии на передачу показаний дат-

чиков, что в итоге повышает эффективность  

и быстродействие WSNs. 

Рассмотренные работы показывают, что вы-

сокая вычислительная сложность оптимизаци-

онной задачи заставляет исследователей отка-

зываться от нахождения точного решения и  

использовать квазиоптимальные эвристики. 

Проводимые авторами данной статьи иссле-

дования направлены на поиск методов сниже-

ния вычислительной сложности задачи разме-

щения антенн, чтобы для ее решения можно 

было использовать универсальный оптимиза-

ционный алгоритм – метод BFA, гарантирую-

щий нахождение точного решения. 

Всенаправленные антенны являются важ-

ным компонентом систем радиосвязи для при-

ема и передачи сигналов во всех направле-

ниях. Такая схема приема позволяет устранять 

мертвые зоны для приложений, требующих 

равномерного покрытия зоны приема [12].  

Их проще устанавливать благодаря 360-градус-

ной диаграмме направленности и отсутствию 

необходимости в точном позиционировании.  

В работе [13] выделены следующие области 

применения всенаправленных антенн: сотовая 

связь, мобильные устройства, беспроводные 

телефоны, беспроводные компьютерные сети, 

антенны радиовещания, точки беспроводного 

доступа, базовые станции полиции и такси, 

связь с самолетами, интернет вещей (IoT). Все-

направленные антенны часто используются и в 

беспроводных сенсорных сетях (WSN). 
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В работе [14] уже были определены универ-

сальные способы снижения вычислительной 

сложности BFA. К ним относятся уменьшение 

пространства поиска решения, сокращение 

времени расчета критериальной функции, ис-

пользование эффективных методов генерации 

вариантов решения, распараллеливание. 

Рассмотрим, как можно использовать эти 

способы для ускорения вычислений в задаче 

максимизации зоны покрытия всенаправлен-

ных антенн. 

1. Уменьшение пространства поиска. Ме-

тод BFA предполагает, что должны быть иссле-

дованы все возможные варианты расположе-

ния антенн на заданной территории [15].  

В случае дискретного пространства число по-

зиций, которые могут занимать антенны, зада-

ется количеством шагов сетки Mx и My по осям 

X и Y соответственно. Если Mx = My = M, то ко-

личество положений антенны равно K = M2.  

Тогда общее количество вариантов решения 

для N антенн составит KN. Если используется 

критерий F2 = 0, то при размере сетки меньше 

радиуса антенны крайние позиции можно ис-

ключить (рис. 2).  

Тогда количество положений антенны 

уменьшится и составит K1 = (M – 2)2. Разница 

будет K – K1 = M2 – (M – 2)2 = 4(M – 1). При 

этом ускорение для N элементов определяется 

как 
( )

2

2

N
M

Acc
M

 
=  − 

.  

2. Сокращение времени расчета критери-
альной функции. В рассматриваемой задаче вы-

полнение критерия F3 = 0 предполагает, что 

расстояние между центрами расположения 

пары антенн будет больше суммы их радиусов 

покрытия. Пусть первая антенна A1 располо-

жена в позиции с координатами (x1, y1), а вто-

рая A2 – в позиции (x2, y2). Тогда для проверки 

выполнимости критерия необходимо прове-

рить условие: 

( ) ( )
2

1 2 1 2R R x x+  − + ( )
2

1 2y y− .   (1) 

Отметим, что координаты расположения 

антенны необходимо предварительно вычис-

лить, используя номер занимаемой ею пози-

ции. Реализация алгоритма, когда для вычисле-

ния критерия используется выражение (1), обо-

значена в таблицах как Pcalc. 

Вычисление правой части выражения (1) 

требует многократного выполнения несколь-

ких операций, которые можно однократно про-

извести заранее. Применительно к рассматри-

ваемой задаче можно сделать предположение, 

что формирование таблицы расстояний между 

всеми позициями антенн позволит сократить 

время проверки критерия. Тогда выражение (1) 

примет вид 

(R1 + R2) ≤ D1,2,         (2) 

где ( ) ( )
2 2

1,2 1 2 1 2 .D x x y y= − + −  

Вычисленные значения расстояний Di,j 

между центрами всех возможных мест распо-

ложения антенн формируют матрицу, и для 

проверки условия (2) достаточно взять нужное 

значение из памяти. Реализация алгоритма,  

в котором для вычисления критерия использу-

ются табличные значения (2), обозначена  

как Ptabl. 

3. Использование эффективных методов 

генерации вариантов решения. В исследова- 

нии [16] показано, что генерация вариантов 

размещения с помощью метода лексикографи-

ческих перестановок обеспечивает ускорение 

решения задачи.  

4. Распараллеливание. BFA хорошо распа-

раллеливается, что позволяет использовать для 

его реализации и многоядерные процессоры,  

и графические ускорители. Важно отметить, 

что метод генерации вариантов также должен 

позволять параллельную реализацию. Выбран-

ный метод удовлетворяет этому требованию. 

 
Тестовая задача 

 
Условия тестовых задач приведены в таб-

лице 1, характеристики антенн – в таблице 2. 

Общее число размещаемых антенн N = 6, про-

странство поиска решения или область разме-

щения антенн П представляет собой квадрат 

размером 9×9 км, шаг сетки 1×1 км. В первой 

 
 

Рис. 2. Снижение размерности  

пространства поиска 
 

Fig. 2. Reducing search space dimensionality 
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задаче размещаются антенны трех разных ти-

пов, а во второй все антенны одинаковые. 

Целью оптимизации является максимиза-

ция покрытия F1→ max при условии равенства 

критериев F2 и F3 нулю. 
Таблица 1 

Условия задач 

Table 1 

Task conditions 
 

Задача_1 Задача_2 

Тип Количество Тип Количество 

A1 4 A1 6 

A2 1 A2 0 

A3 1 A3 0 
 

Таблица 2 

Параметры всенаправленных антенн 

Table 2 

Parameters of omnidirectional antennas 
 

Тип антенны Количество антенн R (км) 

A1 4 1 

A2 1 2 

A3 1 3 
 

Решением задачи является N-мерный век-

тор P = {Pi}, i = 1,6, элементы которого опреде-

ляют номер позиции, которую занимает соот-

ветствующая антенна. 

Проводимые исследования направлены на 

оценку эффекта, который дает сокращение вре-

мени вычисления критериального выражения. 

Для этого сравним время решения задачи для 

двух реализаций алгоритма – Pcalc и Ptabl. Тео-

ретический анализ сложности показывает, что 

реализация Ptabl должна работать быстрее. 

 
Программная реализация алгоритма 

 

Основные процедуры алгоритма полного 

перебора вариантов применительно к задаче 

нахождения максимального покрытия вклю-

чают следующие этапы. 

1. Задание параметров пространства поиска П. 

2. Чтение матриц описания антенн A = {Ai}. 

3. Расчет матрицы расстояний D = {Di,j}. 

4. Генерация варианта решения P = {Pi}. 

5. Проверка выполнимости критериев и за-

пись рекорда. 

6. Проверка завершения поиска, если нет,  

то повтор п. 4. 

7. Завершение работы. 

В параллельной реализации алгоритма про-

цедуры 4–6 исполняются на разных ядрах. Для 

этого используется технология многопоточ- 

ных вычислений, а распределение вычислений 

между потоками производится с помощью 

функции omp parallel for из библиотеки 

OpenMP (https://hpc-tutorials.llnl.gov/openmp/). 

При этом каждый поток формирует свой мас-

сив найденных локальных оптимумов, а гло-

бальный оптимум будет найден после объеди-

нения всех локальных массивов. Такой подход 

исключает зависимость по данным между по-

токами и минимизирует взаимодействие пото-

ков. 
 

Результаты эксперимента 
 

Для оценки эффективности замены вычис-

лений на использование табличных значений 

при проверке выполнимости критерия прове-

дены вычислительные эксперименты.  

В экспериментах использован компьютер  

с процессором Intel Xeon Processor E5-2630 v2 

с 12 физическими ядрами, работающими на ча-

стоте 2,6 ГГц. Запуск приложения на одном 

ядре соответствовал последовательному вари-

анту программы. Для параллельного приложе-

ния использованы все 12 физических ядер без 

режима гипертрединга. Программирование 

проведено в среде разработки Visual Studio 

2019 на языке С++ с использованием библио-

теки OpenMP. 

Результаты работы последовательного при-

ложения представлены в таблице 3.  
Таблица 3 

Сокращение времени проверки  

выполнимости критерия F3 (задача 1) 

Table 3 

Reducing time for verifying the feasibility  

of criterion F3 (task 1) 
 

Метод расчета Время вычисления (сек.) 

Pcalc 19012,4 

Ptabl 1100,45 
 

Результаты подтверждают эффективность 

применения табличных значений для проверки 

выполнимости критерия. Табличный вариант 

обеспечивает значительное ускорение вычис-

лений: 

Acc = T_calc/T_tabl = 19012,4/1100,45 = 17,28. 

Оба варианта программы находят все 38 016 

возможных вариантов решения задачи. Не-

сколько решений приведены в таблице 4.  

Один из представленных вариантов (выде-

лен цветом в таблице) показан на рисунке 3. 

На следующем этапе исследований была 

проверена эффективность табличного варианта 

проверки выполнимости критерия и при парал- 

https://hpc-tutorials.llnl.gov/openmp/
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лельной реализации алгоритма. Отметим, что 

для достижения максимального ускорения  
вычислений в многопоточном приложении все 

ядра процессора должны быть загружены оди-

наково. Это условие выполнимо, если количе- 

ство итераций кратно числу инициируемых по-

токов, а в данном случае – числу физических 

ядер процессора. В противном случае на по-

следнем этапе не все ядра будут участвовать в 

вычислениях. Поясним это на небольшом при-

мере. Пусть процессор имеет 12 ядер, а количе-

ство итераций внешнего цикла for равно 122. 

Тогда на первом этапе все 12 ядер выполнят по 

10 итераций, а на втором будут работать только 

2 ядра. В результате максимально ожидаемое 

ускорение, которое мы сможем получить, 

уменьшится с 12 до 11,1. По мере увеличения 

сложности задачи влияние этого фактора на 

эффективность вычислений будет умень-

шаться. В реализованном приложении вырав-

нивание нагрузки ядер производится в генера-

торе вариантов решения.  

Время работы параллельного приложения 

при решении задач 1 и 2 показано в таблице 5. 

Проанализируем полученные в эксперимен-

тах результаты. 

 
 

Рис. 3. Вариант решения задачи 1 
 

Fig. 3. Task 1 solution option 

Таблица 4 

Некоторые варианты решения (задача 1) 

Table 4 

Several solutions (task 1) 
 

Вариант 

Расположение антенн 

A1 A1 A1 A1 A2 A3 

X Y X Y X Y X Y X Y X Y 

1 7 1 7 3 1 7 3 7 7 6 3 3 

2 8 3 4 7 2 8 7 1 7 7 3 3 

3 7 2 7 4 2 8 4 8 7 7 3 4 

4 6 1 3 8 1 6 8 1 2 2 6 5 

5 2 8 2 6 8 2 6 2 2 3 6 6 
 

Таблица 5 

Время работы параллельного приложения (сек.) 

Table 5 

Parallel application operation time (sec.) 
 

Число  

потоков 

Задача 1 Задача 2 

Время Ускорение Время Ускорение 

1 1100,45 – 7101,92 – 

2 570,57 1,93 3861,46 1,84 

3 451,31 2,44 2624,64 2,71 

4 304,47 3,61 2036,13 3,51 

5 284,11 3,87 1767,37 4,02 

6 240,43 4,58 1451,81 4,92 

7 247,92 4,44 1405,01 5,1 

8 174,86 6,29 1306,07 5,44 

9 176,99 6,22 1270,83 5,59 

10 184,26 5,97 1255,08 5,66 

11 183,47 5,99 1114,65 6,37 

12 184,59 5,96 1080,03 6,58 
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1. Точность решения. Использование пред-
варительно сформированной таблицы расстоя-

ний сохраняет основное достоинство BFA – 

нахождение точного решения задачи. 

2. Сокращение времени решения задачи. 

Табличный метод обеспечивает значимое уско-
рение вычислений. В рассмотренной задаче 

удалось более чем в 17 раз сократить время вы-

числений. Следует отметить, что размерность 

матрицы расстояний (N2) позволяет кеширо-
вать ее в памяти каждого ядра. Матрица {Di,j} 

симметрична относительно главной диагонали, 

что дает возможность хранить в памяти только 

одну ее половину, но это усложняет процесс 

чтения данных. Следует заметить, что эффек-
тивность табличного хранения данных будет 

зависеть от вида критериальной функции. По-

лученное значение ускорения справедливо  

в отношении критерия F3 = 0. 
3. Масштабируемость. Эксперименты с 

параллельной реализацией алгоритма позво-

лили сделать вывод о достаточно хорошей мас-

штабируемости приложения. Однако следует 

отметить, что в данном случае не исследова-
лась возможность распараллеливания проце-

дуры вычисления критерия, поскольку для таб-

личной реализации это не имеет смысла.  

Эксперименты подтвердили только функцио-
нальность табличной реализации и в парал-

лельной версии алгоритма.  

Причина ограниченности полученных уско-
рений связана с другими компонентами прило- 
жения, а не с табличным методом вычисления 
критерия. В первую очередь, это относится  
к используемому для генерации вариантов  
методу лексикографических перестановок. Эф-
фективно устраняя необходимость проверки 
получаемого вектора, он не позволяет сделать 
нагрузку ядер одинаковой. Деградация ускоре-
ния наблюдается при числе потоков более 8. 
Метод, используемый для ограничения размер-
ности пространства поиска, не ограничивает 
масштабируемость. Параллельная реализация 
алгоритма с табличным методом вычисления 
критерия обеспечила значительное ускорение 
вычислений: Acc = 17,28×6,29 = 108,69. 

 
Выводы 

 

Использование различных подходов к сни-
жению вычислительной сложности отдельных 
этапов алгоритма полного перебора вариан- 
тов позволяет значительно расширить границы 
его применимости при решении практических 
задач. Низкие требования к межузловому взаи-
модействию дают возможность реализации 
BFA не только на суперкомпьютерах, но  
и в распределенной среде.  

В дальнейших работах планируется иссле-
дование эффективности табличного метода  
и для других задач дискретной оптимизации. 
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