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Аннотация. В статье предложен метод контактной динамики для гранулированных материалов с применением 

функционально заданных объектов. Рассмотрена задача моделирования сложных взаимодействий большого коли-

чества отдельных элементов этих материалов с использованием информации о массе, местоположении и контактах 

соприкасающихся поверхностей для получения линейной сложности по общему числу контактов, обнаруженных 

на каждой итерации. Предложенный метод контактной динамики основан на численном моделировании с предо-

ставлением доступа ко всем переменным, на негладкости в пространстве времени и силы, то есть в пространстве 

конфигурационных переменных допустимым множеством является область, ограниченная набором поверхностей. 

В случае столкновения функция времени, представляющая скорость, будет прерывистой. Трение определяется со-

отношением между силой реакции и локальной относительной скоростью. Предложен метод вычисления скорости 

для моделирования больших наборов твердых тел. В качестве отдельных элементов гранулированных материалов 

используются функционально заданные объекты, в частности, эллипсоиды. В методе отсутствуют повторные по-

парные сравнения между объектами, что обусловливает линейную сложность по общему числу контактов, обна-

руженных на каждой итерации. Разработана модель трения в конфигурационном пространстве твердых тел, осно-

ванная на принципе максимального рассеивания. В результате она объединяет трение качения и скольжения, обес-

печивая ожидаемые характеристики, с вычислением допустимой скорости и реакции на трение для всех объектов. 

Работоспособность метода подтверждена компьютерной симуляцией. Эксперименты показали, что в микроскопи-

ческом масштабе времени столкновение может разделиться на несколько отдельных эпизодов контакта. Это при-

водит к тому, что исход столкновения значительно зависит от формы соответствующих тел. В случае, когда от-

дельные элементы гранулированных материалов имеют вид эллипсоидов, результат оказывается более приемле-

мым. Предложенный метод контактной динамики может быть полезен для вычисления квазистатических 

эволюций гранулированных материалов, например, в машиностроении, строительстве, при численной обработке 

с помощью конечных элементов динамических и квазистатических задач, связанных с деформируемыми телами. 

Ключевые слова: функционально заданные объекты, компьютерное моделирование, динамическое взаимодей-

ствие, контакт, трение 
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Введение. Модели твердого тела широко 

используются, в частности, в компьютерных 

играх, художественных фильмах, в технике, 

промышленности, военном деле. Динамиче-

ское взаимодействие твердых тел применяется 

в наноструктурированных объектах, где даже 

небольшое изменение дисперсности или со-

става компонентов нанокомпозита приводит к 

существенному изменению макроскопических 

физико-механических характеристик. 

Моделирование динамики множества тел 

требует точного определения контакта, и из-за 

небольших временных интервалов необхо-

димы большие вычислительные затраты. Это 

является фундаментальной задачей во многих 

областях. Методы моделирования динамиче- 

ских систем с событиями контактного воздей-

ствия являются важным инструментом и попу-

лярной стратегией для моделирования твердых 

тел. В то же время с помощью таких методов 

приходится решать ряд хорошо известных про-

блем, включая пересечения, нестабильность, 

неточности и низкие эксплуатационные харак-

теристики, которые возрастают по мере услож-

нения контактной задачи. Контактная дина-

мика – это численный метод для вычисления 

динамического движения совокупности тел, 

подверженных односторонним ограничениям 

невзаимопроникновения, с учетом трения  

в случае контакта, а также скачков скорости, 

которые могут возникнуть в результате столк-

новений. 
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Одной из значительных проблем при моде-

лировании твердых тел является присущая ди-

намике негладкость [1]. Это происходит, когда 

твердые тела мгновенно меняют свою скорость 

при столкновениях с другими поверхностями. 

Жесткие ограничения на твердое тело, связан-

ные с отсутствием взаимопроникновения и не-

значительной деформацией, затрудняют опре-

деление контакта, который сильно зависит от 

изменений конфигурации и положения [2, 3].  

Основная цель данного исследования – раз-

работка алгоритмов, регулирующих поведение 

функционально заданных объектов, которые 

всегда дают реалистичные и выполнимые ре-

зультаты с максимально возможной скоро-

стью. 

Задачи – оценка влияния трения, необходи-

мого для реалистичности физического модели-

рования, а также разработка быстрого и эффек-

тивного симулятора функционально заданных 

объектов. Геометрический анализ осуществи-

мости импульсов трения важен при построении 

модели трения. 

Новизна работы заключается в способе 

определения трения, основанного на объедине-

нии трения качения и скольжения, а также  

в вычислении допустимой скорости и реакции 

на трение для всех объектов. Предложен про-

стой и эффективный метод реализации ограни-

чений. При моделировании основной упор сде-

лан на физическую точность. 

В работе рассмотрен симулятор функцио-

нально заданных объектов, который может 

быть интегрирован с различными системами 

визуализации, анимации и обнаружения столк-

новений. Симулятор включает множество слож- 

ных режимов, таких как перекатывание, сколь-

жение, укладка, переворачивание и распро-

странение ударов, а также соответствующие 

переходы между ними. Это дает реалистичное 

поведение для твердого тела, находящегося  

в контакте с множеством фиксированных огра-

ничений.  

Для настройки с несколькими объектами 

каждое тело рассматривается как независимая 

система, в которой все остальные движущиеся 

тела накладывают аффинные ограничения на 

уровне скорости. Это эффективно, поскольку 

включается контактная информация первого 

порядка для каждого тела. Таким образом, по-

лучаются скорости, обеспечивающие непрони-

кающее поведение, по крайней мере, локально 

на следующем этапе. При этом вводится при-

близительное сохранение импульса для многих 

одновременных контактов, для чего вычисля- 

ется аффинное ограничение для каждого кон- 

такта, использующее скорость контакта в мо-

мент максимального сжатия. В совокупности 

это реализуется алгоритмом моделирования 

множества тел, который является линейным по 

общему количеству контактов, обрабатывае-

мых для всех объектов на каждом шаге. Внед-

рено несколько практических оптимизаций  

для дальнейшего повышения производитель-

ности – так сокращается количество обрабаты-

ваемых контактов и для увеличения скорости, 

и для упрощения внедрения. Также отфильтро-

вываются многие первоначально обнаружен-

ные контакты, игнорируются удовлетворяю-

щие ограничения, то есть контакты, от которых 

объект удаляется с достаточной скоростью.  

Динамика твердого тела находит примене-

ние, например, в машиностроении, робототех-

нике, нанотехнологии, аэрокосмической про-

мышленности, молекулярной динамике. Она 

позволяет предсказывать и объяснять движе-

ние и поведение твердых тел в различных усло-

виях и с разными внешними воздействиями. 

В статье [4] рассматривается алгоритм 

идентификации инерционных параметров и 

контактных сил, связанных с объектом. Исполь-

зуется известная формулировка взаимодопол-

няемости для разрешения контакта, чтобы 

установить взаимосвязь замкнутой формы 

между инерционными параметрами, контакт-

ными силами и наблюдаемыми движениями. 

Взаимодополняемость является полезным сред- 

ством анализа контактов состояния. 

Современные популярные подходы к ре- 

шению проблемы множественных контактов  

с трением зависят от порядка столкновений и 

применяют решение линейной задачи о допол-

нительности. В [5] описана аппаратная струк-

тура параллельной обработки для решения ли-

нейной задачи о дополнительности (LCP). 

В статье [6] предлагается новый метод для 

решения линейной задачи о дополнительности 

при интерактивном моделировании твердого 

тела, основанный на методе Гаусса–Зайделя. 

Возникающие контактные проблемы можно 

также решить, используя множители Лагранжа 

для представления неизвестной величины сил 

реагирования. В отличие от решения линейной 

задачи о дополнительности в работе [7] приме-

няется прямое решение задачи смешанной  

линейной дополнительности, не требующее  

построения матрицы LCP. 

Большая часть трудностей при разрешении 

контактов возникает из-за неопределенности, 

связанной с установлением того, какие точки 
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контакта действительно активны, то есть спо- 

собствуют реагированию в данный момент 

времени. Для проверки, является ли ограниче-

ние активным или пассивным, требуется функ-

ция расстояния между частями тел. В статье [8] 

дается строгое определение функции расстоя-

ния и выводятся ее некоторые свойства. 

В [9] представлен метод обработки фрикци-

онного контакта для жестких и деформируе-

мых объектов. Метод позволяет решить основ-

ные трудности, присущие негладкому харак-

теру фрикционного контакта. 

В статье [10] описывается конечно-элемент-

ная модель при моделировании твердого тела. 

После определения столкновения между объ-

ектами генерируется ответный импульс для 

распространения на другие объекты, уже нахо-

дящиеся в контакте со сталкивающимися те-

лами. 

В [11] представлен неявный пошаговый ал-

горитм для динамики твердого тела с контак-

том и трением, который гарантирует отсут-

ствие пересечений конфигураций на каждом 

временном шаге. Хотя метод и менее эффекти-

вен, чем альтернативные подходы, с его помо-

щью можно надежно обрабатывать широкий 

спектр сложных сцен. 

В обзорной работе [12] рассматриваются ос-

новные методы моделирования динамических 

систем с событиями контактного воздействия. 

Представлено описание контактной динамики, 

а также сделан обзор современного состояния 

основных аспектов, связанных с дисциплиной 

контактной динамики. Отмечены недостатки 

существующих методов и перспективы буду-

щих исследований в области контактной меха-

ники в динамике множества тел. 

К сожалению, нелинейное поведение тре-

ния усложняет проблему контакта твердого 

тела. Традиционно контакт разрешался с ис-

пользованием сложных схем и методов обна- 

ружения столкновений с учетом того, что он  

происходит между полигонами. Хотя полиго-

нальные поверхности являются эффективным 

средством представления твердых тел, им не 

хватает некоторых внутренних свойств, важ-

ных для разрешения контакта. Как правило, по-

верхности базы полигонов не снабжены внут-

ренним и внешним разделением или плавным 

полем расстояний вблизи поверхности.  

Авторы данного исследования предлагают 

новый метод решения проблемы фрикционных 

контактов с использованием функций возму-

щения. В работе представлен алгоритм опреде-

ления скорости для моделирования больших 

наборов функциональных объектов. При этом 

в методе отсутствуют повторные попарные 

сравнения между объектами, что дает линей-

ную сложность по общему числу контактов, 

вычисленных на каждой итерации.  
 

Описание метода 
 

Функционально заданный объект. Объект 

описывается с помощью функций возмущения 

и базовой квадрики [13]:  

1

( , , ) ( , , ) ( , , ),
N

i

i

F x y z F x y z R x y z
=

 = +    (1) 

где F (x, y, z) – функционально заданный объ-

ект; F(x, y, z) – базовая квадрика; i = 1, …,  

N – количество функций возмущения; Ri(x, y, z) – 

возмущение, при этом 
3 ( , , ), if ( , , ) 0,

( , , )
0, if ( , , ) 0,

i

i

i iQ x y z Q x y z
R x y z

Q x y z

 
= 


 (2) 

где Q(x, y, z) – возмущающая квадрика. 

Динамическое взаимодействие функцио-

нальных объектов. При отсутствии контактов 

динамика функционального объекта i в его соб-

ственной системе координат определяется как 
i

i iM v f c= + ,         (3) 

где iv – поворот функционального объекта i;  

if – суммарная сила, состоящая из неконтакт-

ных видов, таких как гравитация; M – тензор 

инерции объекта; ic – слагаемое Кориолиса  

(ic = (iv)TM iv). 

В случае наличия контакта скорость функ-

ционального объекта до обнаружения столкно-

вения составит 

( )i i t i iv v s f c= + + ,        (4) 

а скорость после обработки всех контактов – 
1i i t iv v += +  ,         (5) 

где s – размер шага; i – изменение простран-

ственной скорости, вызванное активными кон-

тактными ограничениями.  

В статье [14] описан алгоритм обнаружения 

столкновений функционально заданных объек-

тов, где применен менее универсальный, но бо-

лее быстрый способ определения контакта  

из [15].  

Анализируется характеристический много-

член, связанный с эллипсоидами и квадриками, 

для обнаружения контакта. Условие определе-

ния столкновения проверяется непосредствен- 

но по их параметрам. Контакт определяется  

с помощью дискриминантов характеристиче-

ского многочлена. Относительные положения 

классифицируются по знаку коэффициентов 

этого многочлена.  
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Чтобы определить контакты, каждый функ-

циональный объект обрабатывается один раз за 

шаг, при этом каждый шаг является линейным 

по общему количеству контактов. Эти границы 

поддерживаются путем рассмотрения каждого 

объекта как независимой системы, используя 

движение других объектов для создания огра-

ничений уровня скорости. 

Поскольку другие объекты двигаются, сле-

довательно, накладываются ограничения на пе-

ремещение, поэтому добавляется смещение к 

каждому ограничению контакта на уровне ско-

рости, которое учитывает скорость контакти-

рующего объекта. 

Чтобы компенсировать изменение ограни-

чения в течение каждого интервала, каждое 

ограничение контакта компенсируется относи-

тельной скоростью. Каждое ограничение уров- 

ня скорости будет определять аффинное полу-

пространство. 

Для функционального объекта i обозначим 

пространственную скорость, с которой он 

имеет общий контакт c, через ivc. Эта скорость 

преобразуется в систему координат объекта i. 
Величина скорости контакта вдоль нормали 

ограничения будет 
i T i

c c cm n M v= .         (6) 

Затем генерируем аффинное ограничение 

скорости для объекта i, требуя, чтобы его ско-

рость не только была в допустимом направле-

нии, но и имела достаточно большую составля-

ющую вдоль нормали контакта (рис. 1): 

0i T i

c c cn M v m−  .        (7) 

Каждое такое ограничение, вычисленное по 

контакту c, определяет допустимое аффинное 

полупространство. 

В общей точке контакта
cx с нормалью

cn за-

дается скорость vc. Скорость объекта i после 

столкновения должна быть больше, чем mc при 

проецировании на 
cn  (рис. 1). 

Сохранение импульса позволяет получить 

скорость точки контакта вдоль нормали к кон-

такту в момент максимального сжатия. Сна-

чала вычисляется эффективная масса объекта i с 

инерцией, определяемая силой, действующей 

вдоль нормали контакта
cn , в точке контакта .cx  

Пусть vnc – скорость вдоль контактной нор-

мали
cn , mvnc – соответствующий импульс. Во 

время максимального сжатия между объектами 

i и j сохранение импульса подразумевает, что 

существует скорость вдоль нормали, которая 

вычисляется следующим образом: 

( )
( )

,
nci ncj

nca

i j

mv mv
v

m m

+
=

+
       (8) 

где vnci и vncj – скорости объектов i и j в точке 

соприкосновения, спроецированные вдоль .cn  

Данная скорость является средним значением 

этих двух скоростей, взвешенным по их соот-

ветствующим массам.  

Модель трения, применяемая в настоящей 

работе, основана на импульсном методе,  

в частности, на алгоритме отслеживания им-

пульсов энергии [16]. 

Чтобы контакты могли генерировать как 

нормальные, так и тангенциальные импульсы, 

запишем следующее уравнение: 

( )1i t i t i i i iv v s f c+ − = + + +  ,    (9) 

где i – изменение пространственной скорости, 

вызванное активными контактными ограниче-

ниями; i – встроенный импульс трения, проти-

водействующий скольжению вдоль касатель-

ных плоскостей ограничения в 3.  

Для окончательных результатов необхо-

димо дополнительно ограничить скользящие 

повороты, которые будут генерироваться из 

единичных касательных векторов в 3.  

Каждому сгенерированному скользящему 
повороту определяем обобщенный коэффици-

ент трения c. Это позволяет создавать харак-
теристики трения, которые могут и быть анизо-
тропными, и изменяться в зависимости от ме-
стоположения контакта. Также вычисляем 

крутящий момент iv. Нормальный импульс i  

 
 

Рис. 1. Функционально заданный объект j, 

накладывающий ограничение  

на перемещение объекта i 
 

Fig. 1. Functionally defined object j that imposes 

a restriction on the movement of object i 
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и совокупность фрикционных коэффициентов c 
используются для определения импульса тре-

ния i.  
Алгоритм вычислений. Пошагово выпол-

няем алгоритм вычислений, используя фикси-
рованный размер шага s:  

– для каждого функционального объекта 
предварительно вычисляем базовую поверх-
ность; 

– генерируем матрицу инерции с фиксиро-
ванной диагональю; 

– вычисляем положение объекта в мировой 
системе координат;  

– на каждом шаге вычисляем скорости ivi 
((4), (5)); 

– определяем столкновения; 
– вычисляем нормали и аффинные расстоя-

ния; поскольку вычисляется каждое контакт-
ное ограничение, можно немедленно отбро-
сить те, которые строго выполняются (эти 
ограничения генерируются на ранней стадии 
конвейера, что позволяет эффективно снизить 
стоимость каждого шага);  

– вычисляем активные контакты для даль-
нейших вычислений; эти детали отражают 
встроенную в подход взаимодополняемость на 
уровне скорости (контактные ограничения, ко-
гда удаляется объект, выполняются и поэтому 
не будут создавать нормальные и тангенциаль-
ные импульсы, в то время как все остальные 
ограничения потенциально активны и поэтому 
будут создавать импульсы пропорционально 
степени нарушения их ограничений); 

– если контакт обнаружен, для каждого ис-
пользуем нормаль для равномерной выборки 
конечного набора касательной плоскости  
в точке контакта; эти выборки используются 
для аппроксимации набора всех возможных 
тангенциальных импульсов при контакте.  

Алгоритм вычислений показан на рисунке 2. 
 

Результаты 
 

Производительность метода протестиро-
вана на процессоре 12 core 2.5 GHz Intel Xeon 
E5-2678 v3. Все численные методы реализованы 
с использованием C++ на CPU, выбран Eigen 
(https://eigen.tuxfamily.org/index.php?title=Main_
Page) в качестве основной библиотеки линей-
ной алгебры, включающей все решения для 
разреженных линейных систем. Для распарал-
леливания процессора используется Intel TBB, 
который позволяет упростить создание и  
развертывание многопоточных приложений 
(https://github.com/oneapi-src/oneTBB). С помо-
щью Intel TBB не надо решать, на какой архи- 

тектуре и на какой платформе будет использо- 
ваться программа. Она берет на себя ответ-
ственность за работу с потоками. 

Вычисление 

базовой 

поверхности

Инициализация 

данных

Выборка набора 

касательной 

плоскости 

и вычисление 

тангенциальных 

импульсов

Завершение 

вычислений

Генерация 

матрицы инерции 

Вычисление положения 

объекта в мировой системе 

координат

Вычисление  

скорости ((4), (5))

Определение 

столкновений

Вычисление нормалей 

и аффинных расстояний

Вычисление 

активных 

контактов

 
 

Рис. 2. Алгоритм динамического  

взаимодействия функционально  

заданных объектов 
 

Fig. 2. Algorithm of dynamic interaction  

of functionally specified objects 

https://eigen.tuxfamily.org/index.php?title=Main_Page
https://eigen.tuxfamily.org/index.php?title=Main_Page
https://github.com/oneapi-src/oneTBB
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Результаты тестов сведены в таблицу (для  

1 000 эллипсоидов) и проиллюстрированы ри-

сунками 3 и 4.  

Каждый шаг реализации разбит на четыре 

этапа: предварительные вычисления, обнару- 

жение контакта, разрешение контакта и заклю-

чительные вычисления. 

Как на предварительном, так и на заключи-

тельном этапах каждый объект посещается 

один раз и выполняется фиксированный объем 

работы, поэтому сложность для обоих этапов 

равна O(n2), где n – количество объектов, обра-

батываемых симулятором. 

Фаза обнаружения контакта отвечает за 

нахождение всех точек соприкосновения, воз-

никающих между любыми парами объектов 

при моделировании. 

Сложность представленного детектора 

столкновений с широкой фазой зависит от ко-

личества объектов, которые сталкиваются или 

близки к столкновению: O(n) – наилучший слу-

чай, O(n2) – наихудший случай (в физически 

неправдоподобном случае, когда все n объек-

тов находятся достаточно близко друг к другу).  

Из тестов видно, что предлагаемая реализа-

ция линейна по количеству моделируемых объ-

ектов и по общему количеству точек соприкос-

новения, обнаруживаемых на каждом шаге.  

Была запущена симуляция свободно падаю-

щих эллипсоидов в наклонную прозрачную 

трубу, которые высыпаются из нее на плоскую 

поверхность.  

В таблице показаны статистические данные 

в ходе моделирования.  

Следует отметить продолжающееся увели-

чение числа контактов после насыщения числа 

сталкивающихся эллипсоидов в течение вре-

мени, когда оседающие объекты собираются 

вместе. 

Также построены графики времени, затра-

ченного на каждый из этапов алгоритма 

(http://www.swsys.ru/uploaded/image/2024-3/ 

6.jpg). 

Жесткие ограничения на твердое тело, свя-

занные с отсутствием взаимопроникновения  

и незначительной деформацией, затрудняют 

разрешение контакта и делают его высокочув-

ствительным даже к незначительным измене-

ниям конфигурации и положения. 

 

Заключение 

 

В работе представлен основанный на кон-

такте подход к динамике функциональных объ-

ектов, который приводит к непротиворечивой 

теории и надежному симулятору линейного 

времени. Подход сформулирован с учетом гео-

метрических параметров, что дает возмож- 

ность локально обрабатывать множественные 

контакты с нелинейным трением. Это, в свою 

 
 

Рис. 3. Пример моделирования  

27 функционально заданных объектов  

с трением с использованием  

предлагаемого подхода 
 

Fig. 3. Example of modeling 27 functionally  

 defined objects with friction using  

the proposed approach 

 

 
 

Рис. 4. Пример моделирования 1 000  

эллипсоидов с трением с использованием  

предлагаемого подхода 
 

Fig. 4. Example of modeling 1 000 ellipsoids  

with friction using the proposed approach 

http://www.swsys.ru/uploaded/image/2024-3/6.jpg
http://www.swsys.ru/uploaded/image/2024-3/6.jpg
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 очередь, позволяет получить крупномасштаб-

ное правдоподобное моделирование функцио- 

нально заданных объектов с использованием 

реализованного симулятора. 
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Abstract. The paper proposes a method of contact dynamics for granular materials using functionally specified objects.  

It also considers the problem of modeling complex interactions of a large number of individual elements of granular mate-

rials using information about the mass, location and contacts of contacting surfaces to obtain linear complexity based on 

the total number of contacts detected at each iteration. The proposed method of contact dynamics is based on numerical 

modeling with access to all variables, on non-smoothness in space, time and force. That is, an area bounded by a set of 

surfaces is a valid set in the space of configuration variables. In case of colliding, the time function representing velocity 

will be intermittent. Friction is determined by the ratio between a reaction force and a local relative velocity. The paper 

proposed a velocity calculation method for modeling large sets of solids. Functionally defined objects, in particular ellip-

soids, are used as separate elements of granular materials.  The method has no repeated pairwise comparisons between 

objects. Therefore, there is linear complexity in terms of the total number of contacts detected at each iteration. The devel-

oped model of friction in a configuration space of solids is based on the maximum dispersion principle. As a result, the 

model combines rolling and sliding friction (while providing the expected characteristics) with calculating the permissible 

speed and reaction to friction for all objects. The efficiency of the method is confirmed by computer simulation. Experi-

ments have shown that a collision can split into several separate episodes of contact on a microscopic time scale. This leads 

to the fact that a collision outcome depends heavily on a shape of corresponding bodies. When individual elements of 

granular materials have an ellipsoid shape, the result is more acceptable. The proposed method of contact dynamics might 

be useful for calculating quasi-static evolutions of granular materials in mechanical engineering, construction, numerical 

processing using finite elements of dynamic and quasi-static problems associated with deformable bodies, etc. 

Keywords: functionally defined objects, computer modeling, dynamic interaction, contact, friction 
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